
知 ■ Hi - HV - 

• ■■#*#■■ o# f ii|fci v« ■ ■ ■ 

ii 4 i ■ ■*■ "r • mmt ■_«，—mn 颺爾♦▲欐 >hh ■琴鼸 i>. ■■ 編 •< 4 > 9 ,_+^|_| | _.__ 3 ^ 中由 _|§_- 今 ___» 1 1 -«> 4 ] ■ 岛 &> d ■ i i* _ ■ ■ ■ ■ or Kna n i j 

1 ^ ■"■■■■ u 。 UK - 1 1 -■ 癲 _ ■ •» » a ■ • _ 豔 * _ '* • 碑 * — ii ■ * ■ _ ■ ■ 】 -r I e r - a ^ i v i « i f ,? i> r h ‘ fc - ■ i> t - - a _ 曲 ■■ 二 4 ■ 

"i H C * fc i * • _. a ji a J ^ * ■ I § S ■ er t 酽 m m i mm _ ■■ 国 ■ j v b ^ r 邏 ■ ■ ■ • a ， ■ 艚 . 呤 -Bps. ■■，■-• ■ - ^ a - • ^ ^ ■ ii 

i !• I Mi S* f^jh 4 j ■— ^ UP% S fl J *? ■ +% 1 ■ rnuB—ir nr _?■_■■ ■•■‘■_■«■■■■ 』 钃 .■■■■__.■■!■ ■ n i i -■ ■■■!■■'■vbk-ii-^ •«i __4 


■ g ^ a# i. y ^ Y i. r 1 a 4 ■ %-i 

I r 鱷 ■ - 

■ "V 1 b ■ ■ ■ mm ■.ri ^ ■ ff urvm 
d ia.a ■ ■ ■ mm k 

* r - - if- - r 

--r HP i a f 1 r 1 h 


■ ■ 峄邏 _ ■ •! ■驪 

■ a ikm^m m J 
J F ■*• i^fc fc 钃 4 h — a •_ 


I p k ■ p ■ ■ ■ a I■ o* 靨 

+ !■ h b ii . 4 . q.if.'k 电 > i» I 

i r li _ >i 4 >i ‘ ■ ■ ” ■ « 



■ + ■ ■ ■■ ■•_■■» •>■■_[ 
， r ■ ii "■ a ii a b j krb & fa g 


r r ■ i ••■ -1 P BJI •- A H •« a J i 

r « _ ■ i i 瀏 ■ ■ _ 雷 _1，1 議 


|_ _ 1 » • 爸 , a^j: • 

4 _ 今 P m r rf 4 ■ ■a *■ ■ 
r % % n ■ _ ■ ■ e-r r i ■ ■ 
n ■ ■ m t L*ii ■ p 

■*■»■■■*• «• J.* «a m 

* »• 警寺 ■§ + ■ §■ i 
^ p •« ft .. 
■v r ■ ■ fm : r ;■ ■ 
4 * 女 k ■ f _ dl 

令铲 ■ 鳙 *| 癯 4 * 麵 11 __ 醒漏 _ 


vi 钃■■■瑁 I I iris __■■■■ 明國 ___ni«rfl___ i| riK^ i n_v i ___ i n Hi ■ ■ ii : r i^ ■ ■ ■ n ■ ■ ■ nr ■■ i ■ ■ ■：<■ ji ri b 

P§i_*-'«-e_a___Eioi nL *■ ■ p _ ■ ■ 4. a ■ ■ ■ 暹 .■』gk •■ Hi ii ■ ■ ■ ■ k is「r ■ ■ ■ ■■■■ 釀鳎 ■■ l ”r _ ■ ■ ■ ■ ar.r 驅 _ 画 _«!11___ 醒 .. 4 :■■■■>£ 一 . _ 

■ ?f I t" r ■■■_■■■_■ a 議 ■ & ■ ■ •:■ ■ ■ ■ j 等 m. &■ ft> e a ▲ 亂 a 矗 ■ ■ ■ ■ 钃 ■ g ■ 1」 ■ mi h ^ 

I t ■ ■■!■,■■■, ■■ 轉 . ■麄 SJdld. •: h — In ,k , 1 . B k B ■ fii ■ ^ I |k K 華钃 _ 

■雇 _■■■■_■■_ 4 , >!•， 寧 易 |> I jh|iMif^i|i.-i-ii- 4 ' | ； h ■鼸 


d <1 — .|l 

S ■ ii.li. 1 iir p § aii ^ .|i 

_ ■ _. 令 ,■ ■ ■ , a t 

m m 4 mr ^ W W ■' 1 • •* 

9 ^1 "i 1 vi- p i I t 4 d pi 



**1 ?l i f V ■ HIT，？*■■■■_■ ••!_■ ，！ 1 !___ 9 爾 ■ 雇 • b « ^ 

r % ■ ft _ h _ ■ *1 ■ ■ — ■ _' ■■ 響 f • ■ ■ p ■ ■ ■ • i&i ■ ■■ 慕 .i ■ p _ a j 瓢讎隳 - 

JI ■ _ _ ■ ■ ■ ■ ■ 围 _ *■ V BH 臢 if ■ 鼸 ■ 4 « ■ m ■ li 今 •菁 _ 


: r 


•i ■ JI ■ ■ h j {■{ e +K-fla_ 

• ‘■_■■■ m - fJAfaHfifiiia 

4 ++ _ li 鱷 _ 

4 r fi- fi ■ ■ 

iii I* 11 pi m.m 

■>■■■■ 
to 1 1 ■ ■ 

¥-■% ■ 


嫌 __ i * i 1 ■ 彎 • b 1 Hi m 1 ■ 

- #磲 n ^ w - - .i- •- ■ ^ j ‘ 屢 ‘ • t ■ 

_ _ ■ ■ i 咬 ti ■* 办 1 ^ mkm m 4 ^ 知炉今 ■ _ 

•■ # »•—»■ 9^4 "i • ♦*• ，， - ， ■§! ?r b ■ ■ 


■ ■ 钃 ii n ■，龙 u ■ 零 ■ _ _ 曜，溷 _ >i 11 >r 4 u » ■. 


~ i ■ ■腿 


► a 


>1 >j >!» i. r .■•■■_ it if ■■■■■■■■ ^ « h b aiT a 

Ml f a * l Y a JV 1 l, H lli.RBfl A v 4 >* ■!■■■■■■■« ■ | « 1 麵 __1 ■■■■■d. *| 1 *«,鱭 I|T |l 


■ -^ ■ r t 镏 ‘r I r .1- r ■ p ■ r a j ■ 1 ■ ii L___Bp<>|i|i-p_a a‘ 雩 螻令 +a Mr *f- I- v- u r *r ■■ d 

■ s，l ?vriN ■ ^ * * f, 匿 ！® ■■■r ■■ 國 ■ ■> ■ ■ ’ fc ’ ■ 4 _ a ^ ■’今 *b ■ ■ 孴 A — ▲ r ’ e p 4 ■ ri r n r r ar ★ n ’ 1 ■ ■ ■ ’ 4. _ ■藝 

^ a r « ! r ■■■•«■* a, ■ 1 a ■ k 1. . ■ a a d q ^ »- -1 R ? ■ ii-rf-fll- fa P i s S 9 4 . f 寺 _ ■ _ _r r i> ■ ■ _ _ ■ a ■ 4 灌 ■: ■ c - % 琴 1 p | « ^ ^ . . 1. ii 9 , a P v 

• m ■』■■»■> .«!>■■■ ■匯 j f.jiidiii-ii.p-1-i^^iid^ .1, + li ■ ■ ■ w « ■ ■ ■ A ■ _ if r p 令 ■ _ ■ ， r _ r ii ■ ■ • ■ f j ■•▲ ■ fr ， |u ■ ■> !•» j ^ _ 由 u § a.i ? ifer-i-l-? <1 

■■*•••■ I ■• p «i J a- H 4-9 ■ "8 •■ |ii • 木 ’ _ — •囑 r 11 4 ^ h h H "* ^ ^ ^ *fl. ^ 4 _ — ■ mw 




■ a ■ >| If* 

1 _ _ ■ - - I • k m m A 4 v ^ « <•> jAh 11 

■ 晒 * r 黼 _ » a 鼸 ■ s t ■钃 a .|| + + • ■ I I 
— 钃 ■■■ 边 4 i k f ft • ^ 

■ B_a ，■甲 #f-ri>«a- 4 *«»- -- 

• _ • K 4 ， r ，■ 1 - ，- « ；i • • •■醫 i • I 

■ 1 u -> - r - r - • a p ■ 嚙遭 ‘ j ^dl ji tj ji 

s 曹 ■ fc h ， ■ ■ ■ ■ + _ •• 1 1 p ■ • 1 ， ， 4 ■ I; t r 1 1 4 • 1 

^ V Ip m ■ fc ■ 9 1 a ^ t. ■ 4 ' r J ■ 餳馨 b r a . * i « . • ■ _ ■ • • 

B, I A. • 1 - « ■ ■ . .1 • .« 2^ i- 

• - ^ ^ 4 MJb ---=*► 1 1 ， ■ 1 

P‘*_ _ 1 f •- • • _ 一 J1 1 I j 

■>H| !• ■ v-iljrf a ■ 1 i> ■ ■ - • ui ■ u V 

圓謳雇 ■■ 縑 • ^.rff 
— §*■— — 




■ q v ■' ■ r .^| p ■ A ■ 9 1 ^ « 麝 JNH 

b ■ ■ a ■ ■ ■ « 4 f« ■ % f rm »• — ■ifi •㈣ r 

A 1 « 4 


■ 1 fm 


1 • •>-*• 1 t 1 ■• r r ■ ■ ■ 1 ■ 1 i r ■ ■ a ■ ■_■_■■_!■ i p .& ■ k j d ^ n - a - 备， 麯 ■ ■ ■ >i ■ f • !• # ri ■ h f >. k ■ ■ ■ ir ■ i * ■ 裊 k .1 “ ri ■ AL 

■ ■ 酗 《■ ■■ 围 ■■.«■■■■■!■ vi ■> b ■ ■ u 1， ■ ■ _ b ■ a n - 圈 ■ ■ ■ q 4 瘊 + ■•VmrfaBBafivaniiliBB ■■ I ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■ . 1 j i. ■. ^ RfeM K 

_ «•* mmmm f% ■ 臞麵 ■■■』■•! J,n. ■響 B > ^ _ + fcP ■ 疆 ■»+■*« ■，！*•_ -r^i- mb ■ ■ !■ ■ ■ n « a ■■■■aa. aaj.i e ^ 4% 'a. >.»«•> . . ^ » 

Pj W ■ … ■ * 2.1 A ft ■ ■■■•-■• ‘ 4 ■■■■•■ m%mm m m m.m ■■.fjuuft. j ■ ^ |.m. ■«.>«■ «. , ili_■«•■■ _ . V 

3 P S - »/■ 1 i ■ a f 1 P’ fc fc s ■ S _ m ur ■_■■■■■ nx 1 1 嗲 , 】【■■■_ ww^% ■，■ ■ ■ ■ f 1 « 1 1 >. ■ b p ， 一 

fmWt L*W • k ^ 1 f* 4 *1 fc ■■■■•■ n i !••■_，■，■ r r f r r I! ■ ■ >s 1 1 m u mm t b > ■ ■ . a ^ s d . a . » . i. i. 

I 1 ■ > > ■ a ■ 4 4.4 • 蠻 ， r # 4 , i 9 !i 動 ■ I ji^.Bi' B Biij ： AB H Ba 4 „j.i,i.a-ri-«M ! . rH9 . 1 ^^ 1 i 1 ■ ■ ■ ■ a a j 1 ■ ■ ■ b ^ t >• 4 • « j ■< «i . ^ i« 1 ^ ^ % . 2 ST 

• 4 - - - 4 «•#•* ■ 爾 •《 _ _ 甲編】籲 l t ■ ■ ■•■ 1 1 b 4 n a p s--*, p, H , -, r If ■，1 J ■ ■ r ■ »■!•■■>■，J , I « F _ • 鹹 》，！•■ « 3 iri- e • •■ 

， • ' 1-1 ^ *ii ?• ^ 1 * ■■■■■■■ ri_-t !■ I ■ ■ Ai li ^ J J 昼 ■ * ， ■ ， _ ， illB.lI . .. B . . 一一 — M - 一_— —丄 》 — 二 — 


^ Wth 1 b^ 4 i p ■■■■■■■ 

•_ 屋 4 i K> ， ■ i _ tfl _ ui> 」 I &• ■ li 4 j , j a 






. 


:, ■ -■ # ■% 


1 _ l» • ■ _ 4 
-— ， « P ^ ri r - 1 
■r _ _ Ml 

■ ij ■ r 

I b -li « g p p li* ■« H|-l 

I .i|i _ • _ ■_, •« K — ， i‘B K »fl 轉 


l k 1 ■ k p ■ >1 4 4 i |> s ■ 
■fl S* p F 4 Pift"i!. >i h 4 iHa 
1 <r v 1 ^ ■ ■ w v ■ ■ v a ■ 


:; •¥ r h 


j m 


1 1 ■ ■ r k ■ a ■ §■ m 1: ^ 1 j ■ • • 1 - - r S r k> ■ ■ r ■ _■ « 籲和 ， r ■ b 鬵 

■ m j'vm m m a a ^ 14 "^ a Bwrr , fthaTarm , rt^ , wwm mm Aa. 

• a ^ J 1 ^ 1 'V>'li 1 PHaa'«B 19 !TB VS _■>■ ■■■§■■； ^ ■ ■ I !| h M ^ 4 ■ «- « 

■ ■- a ， *i _ li-，- w-1'ekMBaaa 1 - > -i ■ >. P J Alii*- 

■PW 1 # 鼸 . ■.’-■■■■•■■■■■■ilA-ll ■■雩 •■齡 __ 蛐 ！§ •釅■■齓 围矗 . 瀾 — . 

9 «•■: 鼸 .1 _ fa ■ _ ■ ■ ■ ■ ■! 1 j # p ^ jjjimM ■ 警 if fa ■ B i •，. 初 _ ■ 丨 ■ 

■ * ■« J - ^ ••i-tii-rli-'-ria.aj.rHBBii 

■ 9 ■ i 4 1 4 «la 1 ■ ■ ■ a b .1 1 ■-■■■« 

li h i< hi a ：i -m'm m m 

fi *a - ^ i #- ■ » - 




■ ii 1 ■ i. 1 .1 fa i ^ 

■..■« 1.^ r s a 

— 4 ++_■_■ 

■ _ t ， h i 麵 4 r_ ■ ■ 


fc 4 


_ ■ «|> 転 _ ■ 价 


fc fi - 


MBHiumj 1 ■ _ ， , ， ’ 

4 ■*_ 1 ■ r-^m^u 4 ■ * ■ j ■• ■ ■ ■ ■ a 1 « 1 ■ ■ q ■琴 a ■(. + +，■ ■ « 躧 ■ 1 

v 1 ‘ 賈 ，u ■ ti p ■ ■.«■> 亂 b +-•■■■_ :i j p li p p ， ■ 衋 v r> ■ ■ ■ ■ ，晒 ■ ■ ■ ■ _ v iv >. 

■ b - - ^ * 4 r b ■ _ ■ ■ i. — 

1 i ^- i'* »» + * •• ^i -I i -i -i! I l ■ ■ ■ a a i. ■ a ■ « 4.ii & a H ^ a r 


j ■ ■. ii % > 


I- ■ fe >1 ■« a, i 2 ♦ ^ 鳓绰 t* 鬱 fc 
■1 * rn 1 1 r 

■ 

•i P ■ ■ kl jdfi. _ —導 _ 導 I ，，參 ■ 

.* _ « «L - 

•——， 、 a ■ a ’• 


■1 

■•jfl 


I j|hii t* i i 

W K «■ ■ ■ 

& *1 _ 屬 _ 

iff I P *1 ^ ^ J . H 

，轚 • _ « ■蒙 


I 1 V It ■ k ■« <r I 


H 1 _ J » " 

■« 罎 _ ili ti 

m m M ^ r 




_ 


■rv r h §■ ■ ■ h i m m m m m 

1 a n ‘ 繼 ■ k ■ 警■畤警 |> _ a ■ ■ ■ a 

■ ■• 1,11 : P ®s ■ ^ ■ ■ a ^ ^ .b b b m 4 

m H, r w r¥ r hmmmi 4 ^ii m m m m ^ ^ b m ^ 

--r « mmmm b k i 9 a -1 r tanas 

■ m 4 黼 _ _ ■ a 警 《i ■ a j: ‘ r 1 f fc ■ _ J 峄 - ■ 画 ■，霪 _ n■ ■ j a ■ j % _ 瞥 ■ l ..■ i> _ 嚅 e - ■ v _, ^ • 

* - 1 - - a FnBaBiii.i.pi.pB4 44 .4Hll-H^frrBar ■■■■.■ 

■ + •?■■■-fc^irri * i.-. 

BfBr 騰 ■■■■■•« _riBi ■ ■ ■ ■ ■ m n ■ a b . a 4 I- i> ii r h ■ i ■>■■■■_», i e i. i. & - . . 
f 1 ， mi » mm r _» ■ ■■■■■■ m'kti mm-m ■ 囅 ， i + ■■•■_■_ ■•■•&• & 篆 Hi k ^ P . . . ■■■■■ 

pi l ilVI ； KiB.t B-h «■■■■■ ■■ililHiB I. ■■■^4 i4lii^ B!la -r W , B 


■ 1- p • ^ I 1. (iRikili.idrd, 

■■ ■ ^ ■ a *• i n 繾 •..■■■■ n .■.■•« m 4 r >a, , 

■ a- jmi. m um m b，^«.i f- ■#• i H f 9 - i fi i I■ i ■ i ，麵 H — a r 

■ + J -• fc - ■ B ■■' I •*' -W IT r It ■ 4 I 1 ，■ .1 •㈣ ■ 4 J li I • I AwM 


mm 

^ I 

^RlLi : ::: n;: :：?： m ： ii^ rt;; : ： :ii::: :::z:z 

-k| M J ■ . K * 1 . B gi ：. . B d u . , r ■ -» ■ ■ ^ * ■ ■ ■ J M J a, - r , . ^ ■ B ■ ■ ■ ,■ I I I I ft. I. B ■ a j j fikbBH - ■ I. I| ^ v -f r . ■!‘ r ^ ^ 


‘ |l 



* ! i'lif **■-■»«■«■■■ pa * * i. m m 

• •« 4 r r n X ■ fi ■ ia -« **■■> ■«■-»■■§ +«.•«< -r "■ ■ «»,* ■ _■•>■■■■■ ■ •■ 編 •!、••- 

ii jfe HA fli ■ v I#' rn m m qj ■ fl ^ M m m m a « .1. - m m - - 分 *£ ■:‘ _ r V " ■ 9 « 


4. a : 


j ■ II K I ■ I , ■ ■ ■« li Li ^ O. J 

" ，呱，， 》 鏘 ■ J 七 w 僉 * _ {.p 

讎轚 mu^ ■ - ^ ** ■ i -fc ■ - i r I 

I H M 1 r# T I" ■ ■漏 _， r ri _ n 謹 • - ^ r .k b 


■ ^ ^ _ _ _ 

， dhv i _ 
m m m m, m m m m 


■遍 a !* f - ■f , «t , f -i ， i| , ii 

- B 

■ ■ p. ■ ■ j 


I L K J ft I _ L ■ ■ i ft, ■讎籲 

■ ■ - 1 i « ^ ■ 


■■.»■. * i 

^ 团 J t _ -l^r , J m 

y ^ ■ i is a ■ ■ ji • 

r-^ m n m m 1 t '4- r ■ ^1 ?■■■■«'■ fi r s,ili 

TB ii. ， f* - b «fl Bi b 1 mm m- m >s>m m ^ 

f ■ J ■ I ■ ■ K ■ ■ ■ f - kl 4 A |i ■ ii g « d if 4 齣 

也家无学出版社 

-* • » •.---.- .j a» >i -*■ fdr -9 trrW -m b. mi m 4 . 酽 • b- - . - 1 *7^®" 

« r - 4 i ■ &■ i M -i J ■- t 

b • ’ ■gfiiaiiiJia _«i 籲 

T r - a rrifi-r ^ ^ ^ » r f 4 ^ 1 I UU ■ ■ aTm .. k . 4 g 

j _ ■ • I n ■ ■ M ■ ■ • ■ • fa >4 ,ii » is + p 9 14 齡 ■ ■ 4 %躍 I r ■ B- ■ 1 ： -K 1. . j ■ ■. n§ » i. , ^*3 ： t 

I®;;f^ :; i ： : Hjs®：■ ?f : 

! I ? • 『 • 丨■祕 _ Jk . ■ u - • 9 a _ ■ _ 一 _ _ 1 ■■ 4 i if 1 a * ， ， r ，镏 ■ — m i ■? k # li ，邏 • ， i r，if _ “ _ 雌 _ ■ , jF 

' ** - J-. 4 J.J 3 1 气 4 . 4> V 5 ‘ . > i ^ /#^YPU ft, ^ J -I B • ， - 


jamm ^ - . Mr- 


+ •«* ii ■ ■ ■ p ■ k v ■ n ^ , ^ra 1 1 h 1. •. 



_ 


‘r ‘■ »1 iff 

J- ■ i f bj 4 w 








































































北京大学教材 

泛函分析讲义 

(上册） 

I 

张恭庆林源榘编著 


北京大学出版社 


097 ? 






泛函分析讲义（上册 > 

张恭庆林源渠编著 
责任编辑徐信之 

朞 

北京火学出版社出版 

(北京大学校内） 

北京大 学印刷厂印刷 

新华书店北京发行所发行各地新华书店经售 

* 

850 x 1168 奄米 S 2 开本 8. 375印张 200千宇 
19 S 7 年3月第一版 19 S 7 年3月笫一次印刷 
印数^ 00001—13,000册 
统一书号：13209 _ 174 定价： 1.70 元 


007150 


内容阂介 


这是一本泛函分析教材.它系统地介绍钱阼泛涵分析的基础知识 * 全书 
共分西章 I 度 萤空间 I 线性笄子与线性泛函,广义函数与空间 J 
以及紧算子4 Fredholm 算子.本书的主要特点是它侧贯于分折若于基本概 
念和重要理论的來源和背景，强调堉养读者运吊泛函方法解决问题的能力， 
注意介绍泛函分析理论与敖学其它分文的联系，书中包含丰贫的例？与 K 
用，对于牟捤基础理论有很大芾助 f 

此书适用于理工科大学本科生与研究于阅渎，弁 a 可供一般的数乍工作 
者、物理工作宥、工程技术人员参考. 








序 


八十年代以来，许多高等院校都开设了泛函分析课程，而数 
学系的学生火都把泛函分析当作一 n 基础课来嗲 . 这种趋势反映 
了近几十年來数肀的发展 ：泛函 分析在分析予中已 a 据了電耍的 
位跤. I 

泛函分析是一门较新的数学分支.在它的发展中受到了数学 
物理方程和_鼠子力学的推动，陌来又整理1概括了经典分析和函 
数论的许多成见，山于它把具体的讣析问题抽 免到一 种更加纯粹 
的代数、拓扑结构的形式中进行硏究，因此逐步肜成/种种综合 
运用代数、儿何（包抦拓扑）手段处理分析问题的靳方法.正因 
为这沖纯梓形式的代数、拓扑结构是根植于肥沃的经典分标和数 
学物理土壤之中的，所以，山此发展起来的毯本概念、定理和方 
法也就显得更为广泛、更为深刻_现在，泛函分标已经成为一门 
內容丰富、方法系统、体系完整、应用广泛的独立分支 * 对于彺 
何一个从事纯粹数学与应用数学硏究的学者来说，它都是一门不 
可缺少的知识. 

囯內现已出版小 少泛 函分析敎材. m 抟中有的或偏子专门， 
或过于苘略，其共同缺陷是把这 n 眹系广泛、丰富多彩的谋程与 
经典分析及数学物理隔绝了起来 • 渎者学完以沿，有时只能欣赏 
其体系之柚象、 论证之精巧， 却难以体会到泛函方法的实质 7 之威 

力， 


本书是试图弥补这一缺陷而編巧的-本敎材.定力闯向读者 
展示泛函分析中若〒 m 要概念、理论的米源与背景；力图向读者 
•介绍 如何透过分析 n 题的具体內容洞察共內在的代数、几何: 1 T 
质 | 力图向读者表明泛函分析理论与数学的共它分支俜着密卽的 
联系，幷有广泛的应用， 


实现以上 EJ 的所作的立劢是渫又而细致的，戕 fHH 齙 逋过九 
t 典型例 JS 农说叨本书的一呰特点. 

: r 使 ㊉ 者对 r 紧筇丫 ■ m ( Rie . z - Schauder ) 现论的来龙去 
脉有‘个儿较企而的了解，我们是从线代数方程 组叶 解性 的讨论 
开始的.对比织分方程，我们遝条把 Fredholm 结论“翻译”成 
相应 的线怍 子空问的几何 K 系，乂 M 过分祈有穷维问题与尤穷维 
问题之间在算了 値域 普集方 M 的兒间，给川紧#子谱定理的证 
明.然把这一现沦应川到椭阀型边値问题可解性及本征値 
问题的 W •论屮太.此外，鉴于指标理论在现代数学发展中的重要 
性， 我 n 以奇兒积分算子为例，引 IU Fredholm 算子，幷导出相 
应的指标公式. 

Hahn Banach 定理足泛兩分祈屮一个十分甫耍的基本定理. 
它的磧 龙性 I 、 仅丧 现在其对建立 Banacli 空间理论体系所起的作 
月 Jj .， 而 J 1 还表现在解决许.多具体的分析问题之中，然而 Halm - 
Banach 定现的这呰巧妙的应月 j ， 幷不足读者在学了它的定理陈 
述与砧明之后就能了然的.节实 h , 往往需耍把原始分折问题 
的陈述转化成儿何形式，只有从几何形式中把问题化归为 a 集分 
离或足够多泛函的存作之后，应用 Hahn - Banach 定理才是可能 
的，我 fH 在敎材中选择 Runge 逼近定理以及凸规划存在性定理 
等作为例 T , 遝步引导读者去考察这种转化，体会泛雨方法解决 
经典 问题的 威力* 

为了介绍泛函分析的应用， 往社 耑耍涉及其它数学分支的知 
识.许多泛雨敎材，固受制于沐系 的自我 封闭，致使应川部分不 
能允分展歼.然而，学科 的州互 涉透乃迈3今数学发展的一个主 
耍趋势.闪此，在敎$中似乎不必过于 拘谨. 在本书中，我们对 
于 Brouwer 不动点定珂，单位分解定理等几个很容易从其它课程 
中学到的定理，不证明地加以引; TJ ， 幷给出#考文献.去掉上述 
约朵之后，介绍泛函分析应用的天地就广阔#了，于是在本书 
中，我们把泛函分昕的几个基本定理应用到常、偏微分方程理 


i 仑，实函数论、函数逼近论1数 liK 分析、数学规划 a 论、殳讣不 
等方程等好几个数学分支中丈1;本书还仃下册，在那里我们还将 
更深入地介绍泛雨分析与其他数学分支，特別足与数学物理的联 

系 * 

本 is 是为本科生切学泛函而％ 的；也 其下册 w 供硏究生作 
为基础课敎本.根倨我们的经验，按每周 3 学时，部册基本内容 
可于一学期内讲授完毕.十〕中的应用与例子较多，敎师" I 选讲其 
中一部分，艿余部分则供何兴趣的读者参考 * 书中 毎节配有一定 
数虽的习题，艿中有些尨某些定 理的证 明细节，有些是学 H 定理证 
法的模仿，还有一些身就足訂趣的结论或苻用的反例.读者吋根 
据自己的情况选作练习. 

编者虽抱 w 弥补前述缺陷之月的， m 因学识所 限， 加之初次 
尝试， m 误、片面之处-定不少.乂因为体系变动较火，前后脫 
竹，座至证明疏漏之处在所难免，热诚欢迎谈者批坪指正.本书 
曾在北京大学试讲过荇干次，北京大学数#系的许.多师生曾提出 
过曳贵意见，兹不一一列举，作此一幷致谢. 

张恭庆 谈识 

—九八六 年夏于中关园 
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第一章度量空间 


§1压缩映象原理 

度显空间又称距离空 in」（metric space)， 它是一种拓扑空间， 
其上的拓扑由指定的一个距离决定. 

定义 i . i . i 设光是一个非空棠，光叫做距离空间，是指在 
尤上定义了一个双变最的实値函数 p ( w ), 满足下列三个 条伴： 
(1) P < U )>0， 而且 p ( w )=0， 肖觅仅 = 

C2) 

(3) pO/Xp(w) + p 〈 u) 龙 、 • 

这里 p 叫做袁上的一个距离>以 p isSis 的距离 空冋# 记做（足， 

p ). 

注 距离槪念是欧氏空间中两点间距离的抽象.事实上，如 
果对 V = ; 〜^1)，7 = 0^〜，."，/|1)611"，令 

二 [(h-h) 2 + …+ 仏） 2 ]士_ O.M) 

容易看到 （i)，a)，（ 3 ) 郞满足.以珩当说 到欧氏空间 时，我们鲐终 
⑴达 个 P 规定其上的 距离 • 

例 1,1.2( 空间 0[ a f i > J ) K 间[>夕]上的连续函数全体记为 
中，叼，桉距离 

max 丨 x(t) -y(0] (1.1,2) 

形成距离空间以耵简以后当说到连 
续函数空问 C[a r ^JIH f 我们始终』 [K1.：U2) 规定的 P 作为共上的 
鉅离，除非另外说明， 



引进距离的 H 的是刻划“收敛” • 

定义1.1, S 距离空间 C #， P ) Jb 的点列 { h } 叫做收敛到 h 的 
是指： P (^^ o ) -0(^ oo ), 这时记作11®%=%.或疴单地记 

_ —«h 

迂在中点列 (〜} 收敛到 A 是指： { h ( t >} —致收敛 
到 

~实数集合一样，对 T +般的度黾空间 nj _ 引进闭集和完备性 

等概念. 

定义 1.1. 4 度显宪 問（#/)中的一个子集£称为闭集，是 
指 ：V E t 太*^*^0，则^] € 丑 . 

定义 1.1. 5距离空间 （ y > 上的点列{^}叫做基本列，是 
指： p (^ n ^ m >-* OCn , m — oo ), 这也就是说, Ve >0, 3 N ( e )， 

使得 m t n ^ Nie ^ pix nj x m } Cc 0 如果空间中所有爲本列都是收 
敛列，那末就称 该空间是完备的 , 

例 1.1.& 其中 P 按 （ l . i . l ) 式定义. 

例 1.1. 7 CC[a j ；], P ) 是完备 的, 

证设 {〜} 是巾的一串墓本列，那末 Ve >0， 

彐 N ( t ')， 使得对 V 饥川>厂有 

^ max \ x m (_ ty - x n Ct )\ Cs , 

fl < J <办 

因此， x>i Vi & UJSOr * 

l^m(t)-^(Oj<^ { Vm,n^/V<e>> - 0.1.3) 

? 

固定 te [^£0， 我们看到数列 hnG )} 是某本的\从而极 
限存在.止我们用表示此极限，在 （1.1.3) 中令 
m 二二 得到 | ^(0 - ^<01 V ^> N ( c )) , 由此可见 &⑴一 
致收敛到 ％( t ), 从而心⑴连续幷在中&收敛到 a , | 
给定距离空问 （，， P ), (夕， O ， 考察映射了：少， 

定 XI .1.8 V ^ T : — C ，， r ) 是一个映射，称它是连 



续的，如琨对子7中的任意点列 {〜} 和点‘ 


P (^7 i ^^^0^ ri 7' x n , Tx d ')^ i } O — oc ). 

命艟 1.1.9 为了『：（身％ p) — ( 夕， r) 是迮淡的，必须且只 

须 Ve >0，3 5 = 5(^,£)> o f 使得 

P (^ f ^^<^ r(Tx ? Tx 0 y <：& ( V ^6 (1 ■】.4) 

V 

证 必要性 * 若 （] 成立，必身％ 3 s >0， 使 
得 v 口 eN ， 使得 P ( h ， h )< i /〜 ，即 
得 Iim / J ( JT B A) 二0， { nlimr ( Tx nf Tx 0 )^0, 矛盾， 

■ -*<m n -**» 

充分性 _ 设 （1.1.4) 成立，且 Hmp ( r n ，^>> = 0,那末 \/ e >0， 

囑 

彐 况 ="(5< 工 0 ,£)) ，使得 3 n>JV 时， P(^,r 0 )<5. J^riTx nf 
^0><^ 即得 limr (7 X ，? X ) to , I 

■ —* w 

设穿是 R 1 上定义的实函数，求方程 

PO 0 = 0 

的根的问题可以者成 R ^ R 1 的映射 

fOO 

的玉题. fip 求 xe ] R ^ 满足: 

f oo = 工 _ ^ 

下列常微分方程的初値问 题： 


⑶， 

UJ _ 5) 

Uo >) = f 

或它的等价形式，即求连续函数八0满足下列积分方程的问题 s 
> ■_ x <0 = ( + pF ( r ，： t ( r >) i r , 〈: LI . 6) 

J 0 


也可以看成是一个不 致赛 问题 _ 为此，在以£ = 0为中心的某区 
间[- A ， A ]_ f : 考察距离空向 A ， A ]， 幷引人映射 



(Tx}Q} = ^ +J ， FCT I xCr)) i iT, Cl.l .7) 

则 价丁求 C [- ft ， A ] 上的 >1、点 x ， 使得 x = 即求 
T 的不动点， 

在距离空间 _ h 有一个很简单而甚本的不动点定理——压縮映 
射原理， 

定义 1,1. 10 称 T :(少 7 少 —（ 貪％ p ) 是一个违縮映射，如果 
存轩 0< a<U 使得 P ( Tx f T y ' y^apix x ^, 

例设# = [0,1]， T ( y ：) 造 [0,1：] h 的』个可微函数，满足 
条件： 

T ( x ) eCo f iJ cv ^ e [0 j ]>, Ci . t .8) 

以及 |r ， oo|<d<] (vxe[o f ij) f Ci ,i,9) 

wimtT 足一 个庄縮 映射 . 

证 p ( Tx f Ty ) = jT ( x > - rc ^) I 

=I^T'C^ + d 

< a \ x - p \ 二叩 （ w ) c v ^^ e ^ f o < e < i ), I 


启发设 7 1 :[0,1]—[0，1] 可微 JEL 满足 （1.1 .8>及<1 .1.9)， 
问 7 "是否存在不动点？若存在冇多少个？ 

疽观与算法 v % e [0,] ]，作迭代序列 Tx ^^ o 9 
1,2,…），參看图 1,1 A . ^因为 

[^ n +i- ^nl = <中 ft -r n -il«a n |A-r 0 |， 

从而对 v PeN , 


c M. 

I^n+P * I ^ 2 t X ^U - X n^i-i I =^2 a，l+ ' " 1 


<2 a * + - . ^卜1-欠。卜0 ^ i 

^ 1 加 M 

(当 n — ⑺，对 VP 6 N — 致），因此，是一免基主列从呵 
有极限，从 A +1 = h n ， 两边取极限（因『连续）得 %^；H 
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jc* = Tx*, 



抽太 vL 述过程中实 
数 U 绝对俯的具体內 


容，不难把这个结论推广到一般的距离空间上去. 若 T : (龙， 

(，， fi ) 是一个压缩映射，则仿照上述过程， 任取初始点 X & 
考察迭代产生的序列 

^ n+i — 了丈 n (打= 0，1，2 + ”，)， 

和前面一祥，我们打 

P^n+i V) = P(T x n ，了 欠 n) 

从而对 V ^ eN ， 

p 

n+P ? 父 flX 〉 : P( y n+f '^n+f—i) 

i - y 
a n 

， 工 o )—0 

O 77 — 00， 对 VP 6 N -1 致乂由吒可见 { 〜} 是一个基木列. 为 
了它有扱^ 假定 （#， p > 是宗备 的.于 i 我们得 ~ 

定理 h IJKBanach 不动点定理 —— 压缩映象原理）设 

(，， P 〉 是一个完备的距离空间， T 是 dp ) 到其自身的一个压 
缩映射，则7 1 在貪上存在唯‘的不动点. 








这个原理非常篇本，它足泛両分折巾的一个最帑川、最筍单 
的 也性定理 .数学分析屮的汴多存仵性定埋是它的特殊惝形. 
例 1 , 1 . 12 常微分方稈的扨题 （1. U 5) 的局部存在唯 - 

性. 

我们已经把这个 W 题化归为 - 个求不动点的问题了，先在 
C [ - A , 上考察甶<! . 1 . 7 ) 定义的映射: T ，我们考窮拃 Ht } ^ J ：. 
添加什么条什可以使 T 成为 * 个扭缩映射.注意到 

piJx T r^ = max I F(r^(t))ir- f V(t ，及 (r )) 打 

1 t 1 I J o Jo 

max |F(t,x(t))^ J F(t^(0)! 1 
N I < A 


W 此，比如说只迆假没二元阑数八 M > 对变元 x 哭于 t 一致地满 
足题部 Lipadiitz 条汁： 3 00， L >(), 使得、 

< 5 ， | ^ | 时有 

| Fa^ t ) - F(i,% 3 )| <Lj h — A I ， （ 1.1.10) 

这时就 Yf pO ' x / TyXmy ) 

其中 E ^ r ^{ x {0 € C [- ft , A ]| maxJ ^ CO-n 
在这里我 「 n 不能直抟取 C[-A J ] 为&⑤ l . l.M 中的距离空间 
貧 ，冈为月 LA <1 时， r 只是在 C [-/ i ， A ： l . 的子集上才 
是压 缩的. -巾达唭我们把常数 f 看成是 [-h VI 上恒等于 f 的常 
値闲数， 

我们取， = 5 ( 15 ), 为了要使 T :£ r—，， 再设 
^ma x {j F(t ， x) I KM) € [ -h,hZ xcr-^r 以〕）， 

取 A >0 足够小，以硭 


max j (7X)(i) - f 


二 max 


F(t J ^( r))^r j 

j ■> 


山于 （ C [- fcJ ]， p ) 是一个完备的距离空间，而袁又是它的一个 
闭子集，因此 <，， p ) 还是一个完备的距 i 空间（习题 i . i . i ) .于 
是我们得到了 


定理 m 3 设闽数 F&X) 在 [ 一 A,A]x[ng 以]上定 



义幷满足条件 U , 1 .1(0 ，M t l / L } 扨値问题 

(1.1.5) 在 A , A ] 上存在唯一解. 

例 1.1.14( 隐函数存在定理> 设 R ", UxV 
cR " xR " 是 Oc o ，, y 0 ) eiTxR "的一个邻域 _ 设 / 在 t/xV 内 
连续幷且 v 关于7连续可微，乂设 

/ C^o = 0; det (办)](工。? ^ 0)^0 t 

则3 〜的一 个邻域 W . ct ； 以及唯一的连续函数满 
足 

" — 0 C ^^ £ ^ 0 ) r 

'KA) = 夕 。- 

证考察映射 

(TOOO^fOO - ( 其 0 。，妁 ） )/OjO ))， 

其中 VeC ( B ( x 0 , r )， R ">， 这里 r >0, , R ") 表示定 

义在闭球旮上取値在 R m 上的 A 量杭连续函数空问，其距 
离规定为 

p(<p，d max j^iC^) - ^iC^) I ? 

4 f - I 0 .f) 
l <i <m 

其中 9 = Cm ， …少二 Oh , 中 1 ，… n 对 reR " 与见 e 

ilk <x ^ ik Cx -^ ] 

，夕 m ) 会 . • 

因为假设卟在 UxV 上连续，所以3 5> 0} 使得 

〜一 [(^ Cjc °^ o) ) J < 2 去 
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O t j = l } 2 r mw ^ m f 谷）， 少 l , …声日苕 d 幻），共中 

[ ]『纟表示括号内的矩阵的第 i 行、第；列元素，而 


" iJ -{ 0 

记 -夂 OKi = 1，2， 


0 = i) t 
(<^/) . 

…， m ), 根据微分中値定理 


p(7V ,7" 少 ）= max di (x) 

X ' B(X 1 

1 I 


- ShS 


< 工。， h ) 1 


勿 00 


<2 - max |^ i (^)[ 




p < 沪 ， VO , 


c Bit 0 . 

1 < I *LJB 


Cl AM ) 


共中 使得妒 （ x) ， ifi(x) eB(y n ^')( v boc 0j o), o<9i = 

&i(^)<U = +(1 - 今収 

,H ffl >SpC^ (： ) =S^0^( X )^ B(^o^>}, 

则，在中是闭的，从而迠一个完备的度量空 
间， （14.11) 表明了屉，上的况缩映射.剌下来 M 要 ^ ii £ T : 

就够了 | 因为根据 LH 缩映象旭 B ! ， T 存在唯一的不动点， 
这就是我们所要 证的， 注意到 


p(T ^ ,^ 0 ) <P(T fp t T^y +p<7>^^ 0 ) 


P ( P ， yo ) 


max 


t € 3(* 


(氣 (〜 y 。)） 1 


o , 

< f 


又由 / 的连绩性， 


max 

眇 ， r 


隱⑻’仏〉） 1 你， 如) 


» <i 
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\~ /df 1 

P aX ) C / C ^^ o ) 

LV ^ / 

(当 r < T ] 足够小）. 

因此， 0< r < jnin ( T )/) 时， f )( T(P ， yo )< Ji • 此外还有 

C T ^ X ^ o ) Vo 。』 ⑹)二 y。， 

所以 T 



习 题 - 

1.1.1 证叨完备空 N 的闭 T 集娃一个完备的子空间，而任 
一度棗空间中的完备 T 空间必尨闭子集， 

1*1^ (Newton 法）设/足定义在 [ a t b ] 上的二次连续可微 
的宽値函数， 龙 eCa ,&) 使得/(念） = o ， /'(企）羊0,求征存在*的 
邻域幻，使得 V 46^/0)，迭代序列 

、 fi x n) 

， X n+i — x n ^ l[x^) (D :0 r l j2 


是收敛的，幷且 




1 J .3 设 （，， P ) 足肷 置空间，炚射 7 :1—# 满足 〆 了工， 
^)< P (^,, v)C V ^, v >, 幷已加 了彳7不动点， 洪 .1 正此不动点是唯 

―的. 

， 1.1.4 议了足度 JS : 空 N 上的压“映射， 求证 T 是连续的. 
v UU 5 设缩映射，求证 P ( tteN ) 也是压缩映射， 
幷说叨逆命题 . 


, 设僻足 （ R '/ O 巾的 &界 闭货，映射满 
圮： f)(T x ,T y 、 CKx , y) X } y 6 M ， x 半 y 、 • 求证了 在 M 中存 

二丁乂 v\ 9 



在唯一的不动点. 

1.1,7 对于积分方锃 

ri 

jc(f) — A e * ^ *x(s)ds 二 夕 （ t), 

J □ 

其中 〆 为一给定画数， A 为常数， lAld , 求 i 正存在 
唯一解攻 t ) ec ;[ o,ih 

§2完备化 

在压縮映象原理中 t 对空间（及％ P ) 的完备性耍求，一般来说 
是小‘能省略的.这很容易从 K 例中; in 人家 知道： 函数了00 

在[0，1]上朽定义，幷且心唯一的不动点^0 = W 17 

+ 1)/8, 然而若取，=[0，1]\{；：。}，那末了仍 然是# 的压 
缩映射，但它却不再有不动点 * 因此在许多分析问题中，我们经 
常耍求所在的空间，是完备的，不过， 空间之完备 y 否与共上 j i 勺 
蹈崖紧密相联 ^ 以为例，赋以 ） i -距^ ’、 

|^(0 - yCO \ dt Cl .2.0 

时，不是完备的！（请读者 t ；| 己验证.）以厂我们 
将仿照实数理论中，从有理数域出发定义圮埋数的方法，对空间 
C ，, J 0) 增添 “ 理想元素”，使之“扩充”为一个完备空间. 

定义 1.2,1 设 （身％ P ), (及是两个度量空间，如果存 
在映射满足 
⑴ y 是 满射 ; 

C2) = cv 

则称 （，, p ) 和 同构的 ，幷称炉 
有时简称等距同构， 

注由 （2) 导 m ?>还足遂慰. 

显然，凡忌等距同枸的度量空间，它们的一 切与坠 朕系： 
的性质都是一样的.因此今肟我们将不再区分史纟丄如果度量空 
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~ ■另一个度量空间，内)的子空间是等拒 
同构的，我们就说 CWnPtVlf 以嵌入 在上述意义下， 
我们认为（及 Vh) 就足 (， 2 , p s > 的一立王^11，幷简黾地记作 

在实数集侖里，我们知道什么叫 .稠密子集 ，这个概念可以推 
广到一般的庇量空间. 

定义 1*2*2 设（，/)是度是空间.集合五 C 泛叫做在泛 
中的題這=策，如果， v^e^" s V£>o ? s^e e , 使得 p(r， 
換句 话说： 3{^*} c = e ， 使得 x, 

例 1.2.3 O 记为 PSaJJ m 根据 Weiers- 

trasa 定理可知在 中稠 密. 

■ ii ■ - 一 ~ 

定义 1 • 2_4 f 念衿帘麽景衣的防小的完室 
M[ilL K 中的舍意是：任何一个以（妒, p ) 
为子空间的完备度 t 空间都以 j ^ k ] 为子空间. 

、 命鹿 "1.2.5 如见—个以（褎, P ) 为子空间的完备 
度量空间， pi [, x ^ p . 幷且 ，至 胃心 中 m 密， 则^^是离的完 
备化空间. ' 

. 证事实上， vfe^i, 使得 h ( x n ， D ^ o , 如 

果存在（袁 2 士）以 （及％ P ) 为子空间，因为 

所以 3 ie ^, 使得 D , 作映射 ， 2 , T ^ 

我们还要证 T 是等距的.因为 V 76，! ，又3〜6妒，使得 
^ iCy «^)^ o ? 所以 

PiC ^ t ri )=^ rn Pl < ix nf j / n ) =lim 二 M ^， 价. 

售 — - 

这表明 C (，/) 1 >是（， 2 / 3 )的一个子空间， 

龙理 L2.S 每-个度气空间有 -* 个完备化空问 • 

证设 （f，p) 是一个度 k 空间，分、步证明它有一个完备 
化空间 • 


ii 



( o 将少中的基本列分类，凡迠满足 


limp < x n ^ n ) ^0 

■ -* W 

的两个基仁列 { ^ } 称为嘩价的.彼此筚价的基本列归于同 
一类且 K 归一类，称为等价货.我们把-个等价獎看成是一个元 
素，幷用# ，表示 一切这种无素 （ C 价类）组成的集介，在#%上 
定义距离：任取 { x B }ef 令 

MU) = 卜户 (〜，〜）■ (1.2.2) 

容易验证 ( U 2.2) 右端的极铯存在幷比校限値 

的选取无关（仿饺者 G 己踗证 >. 为了验证 <17. 2〉定义的心的确 

是个距离，注意 _ 到定义 1,1.1 中的（1)， （2) 是昆然的，而 （3) 吋甶 

_ * 

* ■ 各 

取极限得到，共中足分別价类 f a 』的基 
本列.这样，我 n 就证叨了（，：么）是一度景空间. 

(2> yxe ^ f 我们用表示包含序列 
的等价类，这样的 G 全体记为#、显然#且映射 

作为 （身％ 的炚射满足定义1.2.]中的（1>，(2). 
因此，（及％/>)和（，'/0等距同构，卯冇丄进 
一步容易验证* r 在， i 中稠密. 

(3) 证明 （ w ^ Pi ) 足完 备的. vm <n> }；ii 的站木列， 

要证使得 

Pi(( <ll> 』)—0 (n—co). 

1) 先 i 正恃辣情形，假定令⑴，则 
是* r 中的甚本列.设便有 

2) —般情形由于 w 在薯 i 中稠密， e^i, 3 ? (n) e 
方，，使得户 〆 ^〜 f r < ft ) xv ^. mi ) 可没 f n > -^ e 身％, 即可推 
出 

最后综合（1>,(2),<3)幷用命题1 .2 .5 即得结论， 

例 1.2. 7 Pf > AK [ aJ ] 上的多项式全体 ） 按跹离 
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= max U(0 - m p{ty\ 

fl C f ^ i* 

的 完咨化空间适 C [ a >] 4 

例 1 . 2.8 按照 G .2.1) 式定义 的距离 Pi 完备化，究 

备化空间足 UP . 


习 题 


1,2.1 (空间50令$为一切实（或 S ) 数列 


: c 


<fi 






组成的巢合，在 S 小定义距离为 


P 〔 u ) = S 
1 = 1 



」 M _ h 丄— 

1 + 1 f & - "a 1 ， 

—_ 


其中 x ; (匕，匕广 .，“ ■…） ， y = ( u /2, …， " jt ， …） • 求 iJHS 为一 
个完备的距离空间. 


1,2, 在一个度是空间（，，/>)上，尜 i 正 i 基本列 i 收敛迎， 
巧且乂存在一 m 收敛子列. 

丨.2;设 F 是 A 存有限项不为0的实数列仑体，在 F 上引 

■- 

P(x ， iO 二 sup I ^ k 一 JU 

h>l 


其中 jc ={^} eF，y = 厂，求砧（尸， / o 不完备，幷指 m 兌 

的完备化空间 . 

1.2.4 求证： [( M 」 上的多 项式 A 阼桉距离 

u p ( p ^) = f \ pW - qM \^ x ( p，g 是多项式〉 

Jo 

是4、先命的，幷指出它的完备化空间， 

1.2.5 在完备的; 变 贷空间 Cr ，/>)中给定点列{、}，如果 

-^- -r 

Ve >0> 存在苽卞列 { 勝 

0eN )， 


求证收敛， 
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§3 列紧集 

设（少，/0是一个距离空间，的-个子集， A 称为是 
有如果及 r >0, 使得 A := BO 0 ， r )， 其中 
t SO^r) |P(th)<r}_ 

在有穷准欧氏空间，布界无穷集必含订-个收敛+列， m 这 
个性质不能推广到任意的距离空间， 

例在 c [ o , i ] 上，考察点列 

( 0 ( t ^ l / n ), 

^ n C0 -S Cn = l,2,-»). 

(1- 批 (i<l/n) 

显然心 1), 其中 G 表示恒等于0的函数，但是 { h } 不 
舍有收敛子列. 

定义 1.3.1 设(，,/>)是一个距离空间， A 为其- 子集.称 
A 是 巧^ )，如果 A 中的仟盘点列作#中衧一个 收與子列 ,若 
这个收敛到乂中的点.叫称 y \ 4内刈紧的.如汜空问#足 
列紧的，那；称#为列紧空间. ~ 

命题 1.3. 2在 R n _ j 』 仟意奵界集足列紧集，仟竞有界⑷集 
是自列紧:^ 

命题 1.3, 3列紧空间内任意（闭） 了嵬 邯足（自）列紧集. 

命埋 1*3. 4列紧空间必是完备空间 • 

证设（少， p ) 是一个列紧空间，{、}足丼中的一串基木列， 
不妨设其足…无穷 点列. 山列紧性，存在 {&} 的 了-列 { h } 收敛到 
r o €^* 于是山习题 1 .2.2 Trf 知 x „4 Jc Q . ■ 

在度量空间中我 fTj 来引入-十比 有界性吏强的槪念 . 

定义 1,3,5( e 网〕设^中的一个子集， e >0, N [ 
M * 如果对于 VxeM ， 使得 P ( x ，^< e ， 那末称 jV 是 

M 的一个上控_如果“还是一个 心造崖 （个 数依賴 t o , 那末称 
JV t ^ /的 1有穷 fi 网. ^ 

"••—■ — k- •■•■ - •• ■■■■_，_ 

_ 
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>1 由定义显然有 


J CJf 

定义 1.3.6( 完全有界〉集合直&的，如果 
>0, 都存在着 M 的一个冇穷 e 网. 

—定理 1. 3 . 7 ( Hausdorff ) 为了（完备>距离空间 C ，， P ) 中的 
集合 M 是列紧的必须(让仅须） M 是完全有界集， 

证必要竹:.用反证法，挂3 4>0, M 巾沒有有穷的 A 网. 
任取 ' e 馗，3 x 2 e MXBCx ^ e^i 

Mi x \ , x i } tM ， 3^36 M \ Bix lf e 0 y\J B ( x 2f £^ t 


对 { r i ，，♦ ， x n} 6 从， 3 x n+l € ^C^jt T e o)l 

t- 1 


这样产生的点列 {、} CA / 显然满足 pOc n ' m )> e 。（ n 芊 m ), 它不 
能有收敛的子列.这与对的列紧性 矛盾. 

充分性，若 {&} 是 m 中的无穷点列，想找一个收敛子列.对 
1网，{、}的子列 { AWcBCu ), 

对 1/2网， 3 Vi ^ M y W )} 的子列 {4 s )} C ： SO ^，1/2)> 


对1八网， 3 y t 6 M , {巧_，的子列 { x ?>} cBO ^， l 八 


最后抽出对角线子列{4 |} }，它是一个基本列.事实上， Ve >0, 
丐《>2/£11十，对 VpeN 有 

pOL'V 、， A* 、 Xr> «Y/ > U + \ 

/ 2 / 

< n < £ * 

定义 1 . 3 . 8 —十距离空问若存可数的稠密子集，就称为是 
可分的. 
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定理 夂3_9 完全有界的距离空问是 < 分的. 

» 

证取为冇穷的1/«网，则迠—个可数的⑽密子 

_ . n - L 

菜- 

， 定义 h 3 fc ,10 布拈扑空间屮， 馆合财 称为坫紧的，如沿# 

> s __ _ - - J ■ - 

中每个覆盖 M 的外 集族 巾『了 ff 穷个:下集覆盖集 M , 

定理 1.3. 11设 （ ㉟ ， P ) 足■个 以离空 间，为了 M 适紧的必须 
a 仅须它是自列紧集. 

证 必要忡 . 设 M 是紧墘.只藝 iiFJVf 的余 S 
是开集， VhW'M , 因为 

Mcz IJ B(x，-} f>(x.x 0 ) V 

利川 M 的紧性， =i，2, …， n )， 使得 

(J 丑卜， PO ' J 。)). 

取 5= min ~p(x kr x^, 则显然有 3>0, 幷且\/欠6石有 

1 < i < * ^ 

Jo)-1 ， 2 ， … P), 

闪此， Bix, f 8y[]M = 0, 从而 M 的余集是开集得 H 

其次证 M 是列紧.集.州反 i 【 E 汰.假荇冇 M 屮的点列{、}不含 
有收敛子列，不妨假定 h 是互异的.对每个 ”6 N ， 作集 々 A 
^{^1 ,欠2，…， Vn-I / n +1，" r Ti +2 ，… } ，显然每个是 j ? j 雄（叫为巧' 
含收敛 y 列），从而 每个# \心是 m m 

« CO 

U C^\^n> = ^ ^\0 = # =)Af ， 

_ — l ■• — l 

A 

由 M 的紧性，使得 U (，\ S rt ) 二) M ， 即得- 

»-1 

^\{ x nYh ' - i -1 ， 
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但这 是不坩 能的，因■为 ^ N + l 厲千上式右端而不属干上戌左端 • 
此矛盾说明 M 是列紧的. 

充分性 . 设 M 是自列紧的，耍 / i : M 的任一 X 覆盖屮取出有限 
覆盖 * 川吹证法，如果某个开 M 盖不能取出 M 的有限 

覆盖_ fh fM 足 ft 列紧的， vneN ? 存在冇穷的 1 /“M 

乂= WK … JW )}， 

显然 U 因此， V " eN ， 3 ^6义，使得扒 A ， 

] A 0 不能被有限个 G A 所搜盖 • 由假定 M 是|:丨列紧集，必存在收 
敛子列收敛到一点友。6 G Aa . 又是开集，所以3 6>0» 
使得丑 dOCTGh . 对此3>0，取&足够大，使得 n k >2/% 
幷乩 PiVn h ， y ^<^/2 7 则 vres ( y ftfc ， l / h ) 冇 

1 8 ^ 

PC ^^ oX ^ C ^^ iift ) +PCi r n fcJ ^0><- + y< 5 » 

即 X 云 B (夕 a ， S )， 从而 S ( 夕％，1/〜）〔丑（夕。，5)〔<^。，这与毎个 
6( h ， iA 0 不能被有限个所覆盩矛盾 .■ 

我们曾考察过区问上的连缡両数空间 Gla f b ) f 现在稍 
微作一点推广，设 m 是一个紧的距离空间，带有距离〜用 c ( m ) 
表示 M — R 1 的一切连续映射全体.定义 

d ( u ， t /) = max | ti ( x ) -以 jc ) | ( V ueC ( M )). (1.3.1) 

a 

命題 1,3.12 ( C ( AO〆 ） 是一个距离空闽. 

证 其实只有定义本身的含现性是耍验证的.即，对 v^e 
C ( M )， 存在着最大値 ma < W 00| _半实上， 叫 >0适紧集_因为 

* CJtf 

对任意点列〜 eu ( M >， a ^ e m , 使得叫^：0 =〜*山于 m 是 
紧的，从而有子列、而“是连续的，便有 w (%) 
eu ( AO . 令仏旮 u (%), 即得从而 w ( AO 是紧 
集，这蕴岔〃 ( AO 是有界闭的数集*设 
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min — < 2 ^ max = 0 9 

山 iVHt 推出 a 这就 证明了 m aX | ii < x )| 的存作性. 

JF >：M 

命應 1.3.13 ( C ( AO〆 ） 迠完备的. 

证明留给读者作为 习题， 

现在我们来讨沦连线雨数空间上列紧集的 刻划， 

定义 1.3. 14设 F 是 C (於)的 •个 子集•称它是一致有界的， 
^^3^>0,使栉丨 〆 c ^ xeM t 称它是 

等度连续的，如果 Ve >0， 总可以找到 HO >0> 使得 

Hc^i ) -中 <>3) 丨 <e ( V V ^ e J 7 ). 

定理 1_ S .15( Arzela - Ascoli ) 为了 FcC ( AO 是一个列紧 
集，必须且仅须 J 7 是一致有界且等度连续的函数族. 

证因为 C ( Af ) 足完备的，所以山定理 1.3. 7,为了 F 是列紧 
的必须且仅须它巧完全有界的. 

必要性.闪为完全有界集是冇界集，所以 F 是一致有界函数 
族. V ^>0, 要证 = 使得 VweF 有 

kC^i) <^p(^i^ 2 >< 5 >* 

因为 F 的 e /3 网是一个有穷集 iV ( e /3) ={?^，?5 2 ，_",〜}，对这有穷 
个函数， rU 连续怍， 3 d ^6 is / S ) r 当 p ( hj 2 )<5 有 
kiC^i) -^iC^) |<e/3 Ct‘ = 1 ， 2,…，”）. 

因为\/》6厂， 3 欧 N ( e / 幻， 使得吖0，00<^/3，所以 
1沪00 - 办’）丨 

《|< pOOliO >| + |( PiOO - hOO !+ I ^ i (^) -( p<^)l 
+ ki (^) GH PCJf ^' X 5 )* 

充分性，设厂一致 f / 界且等度连续，我们要找有穷的 e 网. 
由于 F 是等度连续的，3 5=6(£/3)>0，使得岣^(\汐）<5时， 
|^ W -^(^) l < e /3 cv < peF >. 就此 L 选取空间奸 h 的有 
穷5网 W (5) = {h 作映射 r : F — R % 

7>4 ， 〆 〜），.， p <> n >) (v ^ e f ) * 
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记沪 = T ( F ), 则沪足屮的有界集.事实上，设 
« P € F )， rjiij 

(系 |f (乂 、） p 士 OO 1 \/ nM l c V 

从而戶心列紧旭，利用定现1,夂7，芦仃奋穷的 E /3 网 

犮 0 V 3) = { r ^, Tf 2 , … , T < p m } u 

从而 {少1，〜，…， Pm } 是尸的£网，这足 f 人1为 V ^ 3 <Pif 使得 

~0>，。0<彳3，于足取定使得 〆 ^〜><心宙 

ko - uOO I 

- lP (^ r >] + liP (^)-^ iC ^)! + J ^ C ^ r >-^ K ^)| 

< y « 

其中〜表示 R m h 的距离. 

例 1,3.16 设是有界开凸集 •若 AT t ， AT 2 足两个给 
定的正数，则集合 

F^{^ect i >(G)i kwi|g^<i ^Cv)|< ： M ? (V^e^» 

是 c ( s ) 上的一个列紧集，其中 （ G ) 表示 G 上的连续 吋微 
函数全泳， - 

证因为 Mx lf x 2 ^ Q , 3^6(0,1), 使将 

P (^ i ) - f <^ 2 > = g ra d (piOXi 十 （1 一 0 ) x 2 ) - < x L - x 2 ') 9 
所以 I^C^j) - ^ % -)\^M i f) Jl ix V} x 2 y (VweF), 

这表明 F 是等度连续的，此外 F 显然足一致有界的. 

习 理 

1.3,1 在度量空同中 求证： 为了子架 A 是列紧的，其充分 
且必翦条伴是对 Ve >0， 存住 A 的列紫的£网. 

1.3.2 在度品空间中求证：紧 m k 的连缲困数必是有界 
的，幷且达到它的上、卜’确界， 

M * 3 在度14幸间中 求证： 完金行 界的集 合是佴界的，幷 
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通过考虑 P 的子集 £ = 共中 

4 = {0,0，■■山0，" }， 

第 i 个 

來说明--个集合彳以泛灯界但不 A 仝打界. 

1.3.4 设 （？％ P ) ☆度量空间，匕是仑的两个紧子集， 
求证3 ^ -^*1 = I j 2；使得 PC ^ iJ ^ a ) = PCh ^2) ，其中 

p (尸 1 , 6) 4 iil f {p <>■ ,及） [ 冗 e A ， 夕 e 匕} * 

1.3.5 设 A/ 是 C[ a ，&j 中的 tr 界集， 求证： 集合 

{ - J ]/ co ^ j/eM J 

楚列紧集. i 

1.3.6 设 £ = B 求证：£在0[0, 兀 j 中不是列紧 

的. , 

U 3.7 求 i 正&空间（定义见习题 i.2.1) 的子集 A 列紧的充要 
条伴是 t 3C rt >o ? 使符对 vx = (6， f 3 , rt ,‘..）e 

A , 有 |^|< c fl (u= 1』，…）. 

1.3.8 设 （，,/0 是完备的 CC 是空问， M 是 f 中的列紧集， 
映射允满足 * ■^十〔>、 

〆 /(艽 1) ;/(^ 2 ))< P (^ i ^ 2 ) ( V^i 

求证： /在，中存在唯一的不动点. 

1.3.9 设<>//)是一个紧距离空间 ，乂 EcXKM ), S 中的 
函数一致有界幷満足 F 列 Holder 条件： 

I xGi) — ^0 a ) I (GKh MY C V x e 五 ， V GQ e- M) , 

其中 0<a<i, C >0^ 朿证£在 C(M) 中是列紧集. 

§4 线性賦范空间 

上一节我们扑:距离空 |HJ h 讨论了映射的不动点问题.然而距 
离空间只有拓扑结构，对于 n: 多分折问题只考虑拓扑结构不考虑 
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代数结构是不够 用的， 因为在分析中通常遇到的函_空间，不但 
襄考察收敛而且耍考虑到元素间的代数运算， ^ 

4,1 线性空间' 

在线性代数中，我们学 性空偵 1的概念. ’ 

定义 1.4.1 设泛是一个是复（或实）数域.如粜 
下列条伴滿足，便称 #为一复（或实）线性 ¥司 ， 

CD #是一加法交換群，即对 vxje 身％彐 《 e 及％ i 己作 w = 
X + Sf 称为 W 之和，适合 

(1.1) 欠 " =丨 

( l t 2> (x + y ) 

CM ) 存在 嗯一的沒 Gf ， 对 ^x + 9^9+ x t 

Cl .4) 对任意的 xG 妒， 3| Ve 义，使得 x+V =匕记此 
^ 为一' 

C 2> 定义了数域 K 中的数 i 与的数乘运算，即 v ( a〆 ) 
eKx ^% a ^ e , r , 记作称为 ma 的数乘，适合 

(2.1) a 0 xy ^ f ： a^x C V G K , 

」 （2.2) ] • 工二公 

(2.3) (a r fiyx = ax + fix ( V« J?6Kj 

a(x + ^) = ax 十 aj / ( V a GK >. 

线性空间的元無乂称为向最，_ 送姓空 至 l 又称为 [&iag 
jib 下述槪念是线性空间的基本槪念. 

线性同构 设方！都是线性空间，方—龙！称为是一 
个 线性同， ，如果 # 

(1) 它旣是单財乂足满射，$它是一 ^一的幷且是在上的. 

(3> 7 \owc + 芦 y ) = a：Tx 十卢7> < V ^ e K ) . 

线性 子空间设£〔#，苕£依#上的加法与数乘还构成 
—个线性空间，则称£是，的一个线性子空间. 

史以及 {外都是身 3 的线性子空间，我们称它们为壬 
週，而称其它昀子子空周 f 
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油，设 Ec #， 若及线性子空间迅 cr 方， 
使得 S =丑。+〜|；)£：云五。}，则称 f 为线性流形 .茼单地 

说，线與是子空间平移 • 

线性相关一…八煮称为是线性相关的， 
如果存在\，>^»、；^€1^不全为0，使得 

X x x x + Aj^a + “* + ^n x n = 0; 

否则称为是线性无关的. 

线性基若 A 是# 中的-个极人线性无关向量组，即X中 
的向量是线性尤关的，而且任盘的貪都是 A 中的向量的线 
性组合，则称 A 是# 的一组$€基* 

维数线性空间中的线 S ' 的元裏十 .& (势>，称为维数. 
线性包设 a 是一个指标集，是#中的向量族， 
—切由 {6 IA 6 A } 的 f ②线性笔免 纟 jl 」4 敗漢合 

{y = + …+ a n x ^ > a i ^ Kj i ; 1 ， 2，… ，《} 

称为 { hiAeW 的线座包*这线性包足一个线性子空间，不难证 
明它是包含 { hi A e "^ T 的一切线性子空间的 ( P .、 因此称 线性包 为 
张成的 jj 性子辛 fe ] ， 记为 、 

span^x A ( A ^ yl} # 

线性和与直接和设 E lt E z 是# 的+空阿，我们称集合 h + 
y \ x ^ E t , j/G^} 为五 . 与五 2 的线性和，记为 A + 对于任 
意冇限个子空间，定义依此类推_ 乂苕 （ A ， A ) 屮的任意二 MS 
奪向量 都是线性尤 g ffi , 则称％^和反_+ 礼-记货 

B 2> 这时 A HA '{幻 ,对五 2 ，冇唯 二:韵 分解 ： 欠= 

x ^ x ^ Xie^ifi = 1，2). 

7^2 或的距离 

我(门⑴进过，个空间义的代数结构 一一 线性空吓，也引进过 
戈的拓扑结构-^距离/>，现在耍把这冃者结合鸡米，即尨 w 苇 
(1) 距离的 平移不变性 ;_ . 
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P(x + t t p + zy^p{x,i/y (Vn 方 e 方） • 

由此推出， p 对加法是连续的，即 

pOfi， 工 ）— 0 ) 

>^ PC^h *0. 

P (. V «^)^0 ) 

事实上， P(^ ft + 心 ，欠 + 夕） = p^n + yn - 欠一丨 J) 

^P(^« 夕一 y ft ) 

< p ( X n — X ， G ) + p ( y ^ J/ n ， 沒） 

二 pOhX) +^(y,y rt )-^o (当 ©o>_ 

反之，如果距离 p 对加法连续^ iy 满足平移不变性*证明详见关 
肇直，张恭庆，冯德兴著的《线性泛函分析入门》 一书. 

<2 )数乘的连续性： 

(2.1) p0c n ，； 0— 0 今 P(wx)—G < V«6K)| 

(2.2) ci n ，>a(K) 今 P(a„：r，ajO40 ( 

若令 p: 煮 +R 1 ， p(x)^p(x t e) cv^e ^), 则由 <i) 

P(x-s/) y t 0) =P<x f y) t 

这时由 距离公理 逐条化为函数 PJ 5 条件： 

pC^,^)>o<^=^pW>o (v 

pOj)=o ， A 且仅 3 y = =o , 当且仅当 x = ~ 

pO + Kw )^=^ pO + j 0< p 00 -^ P(^>f 

Ph ， y) ^p(y^)^=?>pC -^) ^ pO). 

此外， (2 - i>^=^pC^n)-^o (气 p(^>^0), 

(2.2)<^ pC^)^o Ca ft n^0). 

于是导向下列 

定义 1.4,2 线性空间#上的准范数 （准 模）定义为这空间上 
的一个函数II * II:义 —R% 满足条件： 

CD \ M>o < v ^ e^)i = = h 

(2) ||flf + ^||<|^] + < V 3 c , y€^)i 

C 3) 卜欠|卜 IM ( v ^ e^>i 
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(4) iim||a n jcJ = 0, lim Ja3： rt || = 0 ( V K)* 

o I * ■卜 o 

定义 1.4.3 个赋准范数的线性空间，，如果按照 

j|3c ft - x|^0 ( 当 n—oo) 

来定义那么便称其为 F* 空间. 

定义 1.4. 4完备的 P 空间称为 Frechet 空间，简称 F 空 

间 . 

空间的例子很多， 

例 1.4. 5空间 （ M 是一个紧距离 空间乂 显然 

j|tJ 卜 ma3c|ti0«0| 

是一个准范数，是一个 F 空间. 

例 1_4.6 Eudid 空间]设 〜…， ;c n )eR% 定 

义 

W = ($ lAl a )+， 

显然它是一个淮范数， R" 是一个尸空间， 

例 1.4. 7空间 5. 用5表示一切序列 r = 

组成的线性空间，加法与数乘按自然方式 定义： 

ax = (时1 ， a h， … /〜，♦__) (® G K)， 

共中X =(文 i，Q， … ，尤 n， …〉 ，夕=(灰1，&，*.•，少 n ，...）*对V 尤 6汉定 
义 

m2 条 T^TP 

那末它是一个准范数.事实上，准范数的条件 Cl)，（3) 是明显成 

立的_今先 i 正( 2 )，注意到初等不等式 

a + a J3 a 3 

1 + P = 1 +a +j? + j+a-bfi ^1 + ct + i ( V a ,P>0), 


便得到 
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l + [ r n + ^| 

y . 」 5d_ + 卜 "I - 

、知 11 i + 卜 nl + Uni 

^ 1 / ! x tt 1 \^n\ ^ 

•柄■丨 

=W + W 

因为还有初等不等式 

o (当 a>i 

1 + P 

D 

(当 0< a < i , 卢 > o >， 

所以 VaeK 有 

( a ^ ft | f < masCia | J )|^ fl |-»-0 (当 >• 

又若 Vfi >0, 取 n 。， 使得固定住〜， 
取 AT = i ^ e /2>， 使得当时有 


其次验证 <4 )i 


e 


| a m | max | xi ]<-, 


< * < 


o 


则 




€ 




o 1 : 
t € 


I1 

卜 I W _ 


+ S P<T ' f T = £ 


2_却 


这就证明了 5 是一 > F * 空间 
最后再验证完备性.若 




济 + W -/_>![ = V 1 丄 


卜 — #)丨 

^2^ 1 + \ x \ nTy ^ - | 
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(当 的， Vp € N ), 則对 V «€ N ， o ( 当 
的， vpeN )* 于是存在使得当 m ^ oo 〉， 因此， 
V ^>0, 取 n 0 ， 使得1/2"。<以2，评取况，使得3町 >」V 时有 

|< 石 /2 (n = 1 ， 2 ， … ， n 0 )， 

便得到 


产-一卜 sn 


II 


< S ^ + S 


2 71 


o 


<Y + y = ® (^ m > A r >, 


共中 = « ,<,〜 〆 ：：，〜）. 于是 S 是一个 F 空间， 

注由上面的推 i 寅不难 看出： 点列 

^ m) = G 产，^°,… 〆 ；")，•..） （m = ] ，2广*) 

收敎于(0,0,…，0广 •）（ 当 m 〜 oo )， 必须且仅须‘对每个 TT : 整数 
打都有 xp — OC 畀 m ^ c «). 这意味_^^：敛与按坐标收敛 
是等价的。 广 — 

例 1.4. 8 空间表示]上一切连续函数全体，幷令 


« max | u ( 欠 ) 1 

W = S 2 * \+mlx \uCxj 「， 

■ ~ 1 I ■ I y £ 


其中 w ( x )6 C ( R’>， X = (\, h ， … r x n ) 7 | jcJ ~\/xl + jcf + … - bxl m 
这时 II _ II 是一个准范数，幷 KC <] r -) 沟成一个 F 空间. 

4,3 范數与 Banach 空问 

考察以上诸例，还可以发现如下差异，例 i .4.「> 和例 ne 的 
准范数具有齐次性： 

M =丨叫 M < vaeK ， v ^ e ^>. 

而例1 . 4,7和例1 . 4 . 8的准范数则不具钉此性质. 

具有齐次性的准范数叫做范数，有时又称为模，也就是 
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定义 1.4.9 线饨连间#上的范数是一个非负値 廚数： 
R 1 滿足 

ci) M>o (v^e^n，W = 0 令今 x = 正定性 ） f 
(2) \\x^ t/\\^\\x\\ + |fy||( v ， ) （三角形不等式 ） f 
c-o fl^ll - |Q||f^lf(v«eK, vxe ，） c 齐次性 ）. 

显然范数必是准范数. 

定义 1.4, 10 '_1 赋淮范数的线性空间中的准范数是范数时， 

这空间叫做线性陚范空间，或称空间*完备的空间叫做 
召空间或 Banach 空阗 • 

除了上间的例 1.4.1 和 1.4. 2外，我们再举一些经常遇到的函 
数空间是 B 空间的例子. 

例 1.4_11空间 P<Dd )( l<P <= o). 设（0,凍,;0是一个 
测度空间，《是上的":■测函数，而且在 D 上是可积 
的.这种阖数《的全体记4做 ( D, 沒％;0上的 P 次 
吖 积函数空间.按适常的加法与数乘规定运算，幷且把 
几平处处相等的两个函数看成尨同一个向量，经这样处理过的空 
111] ^<^,10 VVAi - 个线性空间，定义 

m = cJo 1 uc 工〉]’如〉 f f 

那末 1卜1 是 if 范数.这是因为〔1),00都是显然的，而（2>正是 
著名的 Minkowski 不 等式： 

(Je! u 00 + KO f + CJoWC*)l f ^)^ 

义由 Riesz Fisher 定理， P ⑴，从）还是一个 B 空间. 

迂本例 ff 两个® 耍的特殊情形： 

⑴ Q 是 R n 中的一个可测集，而如即是普通的 Lebeague 
测度，这时，对应的空间记作 

(2) ^ = N , 而测度 #足$分 亦的： = 1( V »6 N) f 

«a 

这时空⑴, >0 山满足的序列组成， 
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对应的空间记作"，其范数是 

M 卜(与 \^\ r )K 

例 1.4, 12空间 no #). 设 d 多， w 是一个测度空间，只 
对于 d 是<7有限的， woo 是 d 上的可测函数.如果 tioo 与 D 上 
的一个打界函数儿乎处处相等，则称 UOO 是 o 上的一个本性有 
界可测函数. o 上的一切本性有界可测函数（把 P.P. 相等的两 
个函数视为同一个向量）的全体记作在其上规定 

[|u|| = inf / aup 卜 00 |、， （ 1 丄 1> 

此式右端有时也记作 esa 3叩卜00丨或 l.u.b|u(x)| • 显然 

是一个线性空间，以卜验证 U •« 是一个范数.事实上，<3)及 
M>o 都是显然的，需 验证： 

0) M = 充分性是显然的. 为了证 必要性，若 

D « t =0, 贝 【 JVneN , 3 E n ^ O t 使得 〆 五0=0，幷且 

sa P \ u W\<~ n , 

令 U l ^ f ]( 0 \ E n )= 0 \ 0、 

* - 1 « ■ 1 

因为 1*00 =0( 当 xeA )，^(0 £») -0, j ^ i ^« Cx ) = 0< p . p ^€ 
公>，即“ = 6. • 

(2) 卜 + w|KH + H. ve> 0 ， 使得只 (E 0 > 
= t^(^0 = 0 ，且 sup \uCx)\ <J]uj] + e/2, 

以 a \ j 0 

sap \v (xy |< ^l! + e /2. 

因此 [|u+ yj|^ sup lu(x> + t，（x) 1 

* ： O \( JF 0 UJf j ) 

^ sup |u(x) I + sup |t^(x) \ 
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+ 卜 I + 

而 e >0 是任意的，即得所耍证的结论. 

最后来证 HD#〉 是完备的.设 

fi w fl+p " Wftll-*0 C^n-^co, VpeN)* (1,4.2) 

因为是 a - 衧限的，所以 | jD m ，/ i (^ m )< oo , 幷不妨假 

谓 ，i 

定^^是互不相交的. <H2) 蕴舍 

!o m \ W+p 00 -hCO 1 o ( 当行 —™ ， VpeN) 

因此，根据的完备性， 3 u <-> Cx } eL l ( D m y f 使得 

, (1 . 4 ■ 3) 

于是 VmeN ， 存在的下列{心°00}，使得 

/■—( x )" Wi ⑷00 (^ n -> oo 3 P • P . xe , 

幷且 M —00} 是的子列 0 n>]). 若令 

wOOAu ⑷ 00 ( 当 m = H ，”>， 

进一歩不妨假定 ( hOO } 的子列 {^：>00} 就是本身，即苻 

^nix)^u(x) ( 当 n—oo ， p.pjeD), 

现在证明以及 Htu-ul—O, 事实上，根据 （1,4. 2八 
Ve>0, 3 N = N( s )， 使得当 时，对 VP€]SW 

因此，对 VPGN, Vn^iV, 彐公/>(^，使得〆丑(/>)=0，幷 
且 

SU P 丨 4+ p 00 _ hOO I < fi * 

nj\j (•” 

44 

若令丑 I^U 五 H 则〆幷且对 VpeN， Vn > N 有 

F-l 


•二 _ W + P oo -⑽ i 《 
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因此以及这就是所耍 i 正的. 

洼是 R fl 中的*个可 测集时 ，封应的空间记诈 
当 D = N 时，对应的空间记作卜，它是由一切冇界序列 w = { h } 
组成的空间，共范玫是 

例 u.is c ^ cp ). 设 Sin " 中的 - 个有界连通开区域， 
^6 N ? 用 C \ s ) 表示在 S 上爲冇直到&阶连续偏导数的函玫 
w ( x ) = u ( u 2 ,_*_,：0 的仝体，加法与数乘按自然法则定义，再 
规定范数为 

卜卜 max m ^ x \ d a uCx ) \ t (1 + 4 + 4) 

其中 (4,4, … T 〜）， |a| … +a nf 以及 


，-厂 


d 1 ' 




U ( X ) 


0*4,5) 


容易验证 （1.4,4) 定义的 JI • If 是-个范数，从而0(5>是一个线 
性赋范空间.再证它是完备的，从而是 Banach 空间.事实上， 

若 {«»} 是一个基本列，则必存在连续函数匕，使得 

d m u n ( xy ^ v 9 ax ) (n-^oo, |a|^^ 对 xeG —致）， 

我们只要再 证明匕 就够了，先 i ■卜： 


V <1，0， to ) 



~dx, 


A 。，。* 


»[>) « 


0.4,6) 


因为 


^ ot poj (^) 对 — 致 ） j 


u n ( x ^ z ^ v <Qt0f f<}} ( x ) O — co ， 对 —致） ； 

以及 

f * I d 

u tiM = w n (^ ^ 2f -- ? y n )Jr + — T ^ n ), 

J 9 j 1 
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所以竹 

…， 0 5 ( X ) 

(以 ，。一 《々 〆 ,■,*：«), 
即得 （ M .6)_ 同理仃 


乂 t 0,0，--，0，1 _0，■■” 


」 

㈨ ~ dXi V <^^* rr *' 


(/ -2,3, — , n )， 


丼汆对 I 叫州数学归纳法类推， 

例 MJ 4 006 0 ；!卽空间//〜，（ 0 ) ,设 0 是 R ” 中的—个有 
#连通』上 m 是一个非负盤数， 1< P <00， 对子 
的任庶 W ， 代替范数 （1.4. 4〕定义 

)K Cl .4.7) 

。是 范数， UC - CQ >m . U 足完 备的. 

^,棋据 §2 ，我 W 知逍任想不完备的线性赋范空问妒，可以把 
¥純，即 m 定■个完备_性醜在间？， K 以连醜 嵌 
人’成为其调密的 7' 绝间. 将 C * (句的子菜 

按煦投（」_ 4 . 7 )完备化，得到的完备化空间称为 Co 6 0JreB 空间 

H ⑼ * 它在鍵^分力’⑬⑦中 S 着彡啡基本的重要作用 
特别当；^2时， W ’ £ (0) 莳单地记成 • 

4 * 4 线性 M 范空问上的模等价 • 

m 在许多分析问题中，似紐或引舰离是为了醉究-种收 

果我们关心的只是按照—定意义的收敛性而不是 

if 丰身的大小 ， 那末在空间丨 二 我誠可以认为决定同-种收敛 
性的 + W 范数是等价的，确切地说： 

定义1- 4 .1 5 设在线性空間#上给定了两个范数0 _ r 弓 




今 IIMeO (当 

如果卜 h 比卜而且 111 又比 I _ IU 强，则称 II _ h 与卜1«等 

价. 

命埋: M .1 G 为了 II ■ ( U 比 II • IU 强，必须且仅须存在常数 
C>o, 使得 

Ijcll ^ CIfx ^ (1,4.8) 

证充分性是显然的.下证必要性.用反证法.若（1,4.8> 
不成立，则对 v « eN ， 3 x n e ^ t 使得令灰》厶 
Wll ^ ll !, 一方面另一方面因为 

0仙》|*<去 （ vneN )， 

所以 IU » IU ，0< 当 n ， oo ). 又因为卜 h 此 II 强，所以 ffiUr - 
0( 当这显 然是- 个矛盾， 

推论1,4,17为了〗 • IU 与 II * IU 等价必须且仪须存在常数 
c t , c 2 >0, 使得 

如果线性空间#的维玫是冇穷数 n , 则记作 dim # = n ，否 
则记为心111# = =0. 设#是一个线性赋范空间，#且设 dim 煮 = 
n ， 这时，存在一 组基： G ，吆 …， 任意一个元素有下 
列唯一的 表示： 

^ = + ^ B + «. + “〜， （1.4.9) 

利用这#表示，我们知道在代数同构意义下，两个有穷维线性空 
间等价的充要条件是它们有相同的维数，现钜我们关心的是两个 
有穷维线性賦范空间，如果维数相同，那末它们的拓扑之间有什 
么关系？根据（1.』.9>，每个哺一地对应着 R " 空间中的 
一点 （ = j ft ). 自然希望建立 x 在方中的范数 

与了*在 R n 中的范数 
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之间的关系.为此，考察函数 kdaUg 勺 | 

首先 P 对 f 是一致连续的.事实上， 

»? = (Uw ^»)e R \ 由三角形不等式与 Schwarz 不等式有 

| p(D - P <>7)1 < pC ^- 7) 

i-l 

其次，根据范数的齐次性，对 vfeR n \ P } 夼 

P(f) = m |SlfT ej I (1.4.10) 

注意到1^的单位球间心旮{【£1^||【| = U 是-•个紧集，因此 
P ( D 在* S ； 上必何#负的取小値 Ci 与馈大値 c 2 , 即 ff 

c ^ paxc , cv ^ e ^)* 

按 < 1 . mo ) 便有 

c,\n<p<io<c 2 in meir), (1.4.11 〕 

下面 证明其 中心>0.用反证法，假若(^ = 0,那末 3 ^* es,m 
足 = l 设 = …， rt )， 即存 

r ^ i + r *^ + -»+ r : e »= o . a .4.12) 

因为{心〜，…人 } 是尨，所以 （1.4,12) 蕴含氕这与 
矛盾.改写 （1.4.11) 为 

(V^e^T). (1.4.13) 

如果我 H 将看做是在7空间中 W 入的另一范数 Mr ， 即 
l | r ^ A |7> Kvre ^ r > ，那末（1.4.13)表明|_||与||*| 1 >是等价的. 
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以后简称 II * llr 为方的 FT 范数_十 是” 维线性赋范空间的范数 
与共 R _ 范数等价. 

定理 1.4. 18设#是一个冇穷维线性空间，若 I • 丨^与！ • IU 
都是，上的范数，则必有正常 数〜与 心，使得 

II x II I ^ JI ^ II a i ^ II1 

证设 dim #= n . 因为 j |* jU . 与 fj _ | f 2 都与 R _ 范数等价，所 
以卜 lli^JI - 1 U 等价 _ 

洼本定理 表明： 具仃相同维数的两个打穷维线性陚范空间 
在代数上是同构的，在拓扑上是同 胚的. 

推论 1.4. 19介穷维炉空间必是^空间 * 

推论 1,4. 20沪空间上的任意有穷维子空间必是闭子空间. 

定义1 .4.21 设尸：萝， R 1 是浅性空间上的一个函数， 
若它滿足 

(1) P(x + y )< P ( Jc > + Piy ^ < (次可加性 〉 t 

(2) Pax )= XP ( x ) ( V ^>0, vxe ^) (IK 齐次性 ）， 

则称尸为$上的 - 个次线性泛函. 

注如果尸还满足 pm ^ o ( vre 衾），幷 fi 代替 （ 2 ) 的是齐 
次性 ： P ( ax ^^\ a \ Pix )(.\/ a ^ K f V 欠€ #) ， 则称尸是一个半范 
数或半模， 

类似于定理 1 .気 18 的证明 * 还有 

定理 1.4. 22设 P 是有穷维空间* T 上的一个次线性泛函, 
如果 POO >0< Vxe #> ，幷且 PO >= O^=^x = 0， 则存在正常 
数使得 

^11 ^ II C -^) ^^ 2 1] ^ I ! C V ^ ^ * 


4.5 应用 〈最 佳逼近 问题） 

逼近论的一个基本问题是 t 給定了一组函 
—个函数/，用的线性组合去逼近/ (按某种尺度）， 
问是否有最佳的逼近存在？例如/ 是! 10,251] 上的一个周期函数， 
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= coak ( i H = 1,2,…又 去通近 求托"[0, 

i - I 

2<]意义下的最但逼近* 

提成妒空 N 的问题：给定一个空 N ，， 幷给定尤中的有 
穷个向發 la ， …八，对丁■给定的向量,求一组数 （H 
…， A „) eK w ， 使得 



0 ,4,14) 


共屮 a = (_ a lf a tr ^ r a „>. 

首先要阿答：这 m 数<心^ 2 , …，; ^>是否存在？当然，不妨 
设，…夕 n 足线性无关的.我们要求函数 


F ( a >= n i e \ ㈣ K ，> 

的最小姐*界易苷出 F 是]&•上的连续函数 * 义注意到 


F ⑻> 


n 


( V ^ GK "). (1 乂⑸ 


令 POO 旮 


I ，显然 p ( * )是1^上的一个模，而 P 是 


有穷维空间， 


其中 


应用定 HI 1. 1.18, 
P ⑻ >心丨2| 


3心>0,使得 

cv ^ eK m ), 


f 叫 A(|〜r + ! 〜 P+ [a n \^ 


(Va = da 2 , …八） eK *>. 


(1,4,16) 


联合 （1.4,15) 和 （1 ,4 + 16) 推出 FCa >^^(^| aJ -* oo ). 于是函数 
f 有最小値存在，这就是 

定理 1.4, 23设，是一个炉空间.若是，中 
给定的向量组，则 V ^ e 及％存在着最佳逼近系数心，…，芯 
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适合 （1.4.14> # 

连若记 MAspan{5j ， … PC^ f M)^.int |f^ - J/1| I 

_ r^M 

霄 

则可改写 （ mo 为 

* -i 

PC ^^ o ) ^ PCx r My m 0,4*17) 

适合 （ H 17) 的^)6对称为 x 在 M 上的最佳逼近元 * 本定理表 
明： 在 S * 空间中，住一指定元素在给定的有限维子空间上的最 
佳逼近元总是存在的， 

进一步问：最隹逼近元是不是唯一的？显然我们事先要假设 
给定的向量组心， …，％ 是线性无关的，但即使如此，唯一性 
还依賴子空间义的模的性廣. 

定义 1.4. 24 W 空间（及％| •眇称为严格凸的，是指 
s / e ^, x 关女必有 

M = W =1 *=^|似 + 心 1<1 (v^^>o,a + ^ = i>. 

(1.4.18) 

如果龙是严格凸的空间，那末就不能有两个不同的最佳 
逼近元.事实上，惝若 dAp ( x f My > O t 幷有= lx - z \= d f 
则对 VGj >0, o +^ = l , 由严格凸性有 

士卜-(叫 +和） = + 办0=-怎 H 

即 flx - (町 Hh ^ Olld 这昆然与 d 的定义矛盾 * 但若 d =0 ，y 
是相应的最隹逼近元，则必有扣-刎=0,即9 = ~.从而最佳 
逼近元必是唯一的*这就是 

定理 1.4. 25设，是严格凸的空间，{匕,心，…， 〃*} 是# 
上給定的一组线性无关向量，则存在着唯一的一组最 
佳逼近系数 {A J 2 ,_" Jn } 适合 （1 .4.14). 
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例 1.4.26 空间 P (公, /0(1<P<«0 是严格凸的 * 

证因为 Minkowski 不等式 |ti + KM | + IM 等号成立的 
充要条件是： 尤 >0(1 + 1>0)，使得 = ht >( p . r . )• 

达意味着 V ^|uil = ]|^1 =l f u ^= v^ f 

|1如 + (i -0”1<尤1甽 + (i- OH 卜 1 (V0<t<l). 

即 L〃<£!,/0 是严格凸的. 

例 1.4.27 C ( M ) 及 都不是严格凸的， 

以 C[0J ] 为例. 取丈 （ t ) 三 l ,： y (0= t ， 都满足 M = W = 1， 

但 |+(r ”> |= 1, 

以 L [0，1] 为例. 取40 = 1，；(/(1> = 26，都满足|1 = |1刿=1 
但 |+C«”)|=U ■ 

有了存在唯一性以;^最佳逼近的计算方法化归求一凸函数 
的很小馗（见习题 1.4.12) ，数値最优化技术给这类问题提供许 
多具体的算法. 

4.6 有穷维 B* 空问的刻划 

我们已经知道有穷维空间上的单位球面 

113^1-1} 

是列紧的，现在来证明反 过来： 如梁一个空间方的单位球面 
是列紧的，那末这空间必是有穷维的.事实上，倘若在 A 上给 
定了有穷个线性无芡的向黾{&,〜，•“，、}，如果兑们的线性过 
Mil 张不满，，那末 3 5 +I e\， 使得 

这是因为任取 yeM n ， 按定埋 1.4. 23， 3 ^^ M n , 使得 
令 显然 幷孔 

I I :去 11 及 一 （x + ^i )\\0 = 1,2,-^). 
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照此办法，如果方是无劳维的，我 n 使叮以逐次代心上柚迹出一 
串适合这样 A 就不是列 
紧的。于是我们得到 

定理 *M ,28 为了 空间义尨_</穷维的，必须且仅须，的 

单位球面是列紧的. 

定义 1,4.29 空间牙上的 - 个了‘集 A 称为枭旮界的，如 
果存在常数00,使得 

推论 M ,30 为了 空间，是打穷维的，必 M 且仅须共任 
意有界集是列紧的 .■ 

上述方法被 F.Riesz 用东导出如卜_非常有用的引理. 

引理 1.4.31(F.Riesz 引理）如果方。是 以空 间方的一个 

眞闭子空间，那末对 Vo<c<l， 3把，， 使得|少|=1,幷且 

证任取 . v fl e，Vr 0 . 因为及％适闭的，所以 

inf 

因此， V ">0, 使得 dQlA-hllcrf + Fj (参看图 

1 乂 1) • 



若 知 ■%!!， miv \\ - 1,幷且对身％有 


3 & 



^u,-x f II d Tf 

其屮 〆 = x a + y Q ~ x a \\ xe ^ 0 * 于是对 vo < e < i , 
l - e , 便得到 


<1.4.19) 
只要 ij = (fe/ 


习 题 _ 

1.4.1 在二维空间 R* 中，対侮一点 2 = ( K ，灰)，令 
Jj^Jj 1= l^i +U1, I 叫 | 2 =v/V+ 浐 , 

Ma = max Cl^l , Ul)i NIL = C**+ y 4 >^~. 

Cl) 求 i 正卜 |4=1 ， 2 ，％ 4) 都是 R a 的范数 • 

<2> 画出 <R 2 Jj * l!i)Ci = 1,2,3,4 ) 各空间中的单位球面图 

形 . 

(3) 在 R 2 中取定三点 O = (M)),B = (0,0 , 试在 

上述四种不同范数下求出厶 0 ^^ 三边的长度 • 

M.2 设 K0,1] 表示 C0 ，〗 ] 【 : 连续且布界的函数全体 . 
对 vxec 〈 (M] ， 令 M= Bii P 1*(0 丨 . 求证： 

0< I 

(1) 0 • II 是空间上的范数 * 

(2) 卜与 M0 ， 1] 的一个子空间是等距同构的 * 

1,4,3 在 中，令 

(1) 求证 If ‘ L 是 CTaJ] 上的范数 ^ 

(2) JpJ(C^&]>|| * ||0 是 是完备 L 

1.4.4 在 c [0, l ] 中，对每一个 / ec [ o , i ]， 令 

= f|/| a =(|^1 +^>i/W|Mr^ f 

求 证：卜 II! 和卜 || 3 是卬 0,1 ]中的两个等价范数 * 
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U 4.5 设 BC [ O t oo ) 丧示 [ o , oo ) 上连续且有界的函数 fOO 
全体，对于毎个及 a >0, 定义 

ll/II^O [f/00 jW) 士. 

CO m £\\ * L 是 BC [ G T oo > 上的范数. 

、(:2〕若 g ^>0, a 丰 b ， 京暖 • K 与卜 | b 作为 BC [ O f «0 
上茲范数森雜的. —" 、 

1.4 .G 设，是两个 5* 空间，'弓的序 
对(心，〜）全体构成空间， ST Z> 幷赋以范数 

㈣ = niax (|| xUh || 2 ), 

其中 x = ( U2 ) G " # 1 ^^ ^ ^ 2 ,| * ] ji 和 || * U2 分別 1 和 # a 

的范数.求证 t 如果 f 是 i? 空间， 那末％ 也是 B 空间. 

1,4.7 设龙适空间. 求坯：，是 B 空問，必须且仅须 

CO V&T 

对 V {^ Jd #% 收敛. 

* - I * - l 

1.4.8 记[弋纟] 上次数不超过 n 的多项式全体为 p ,， 求证： 
V /00€ C [ a ， i ], 3 P 0 ooeP n ，使得 

max |/(x ) —尸 0 C^)I - niin ma v |/(x) ™ 尸 O) I • 

■< 囂 4> Pi：p m a 

也就是说，如果川所丫 f 次数不起过 n 的多项式去对 /( x ) 一致逼 
近，那末是最佳的. 

1.4.9 在狀 1 中， ^ V ^ = ( x t ,^) eRS 定义范数 

IN =max<|^| , |^j>, 

幷设4 = (1，0乂％=(0，1).求 aeR 1 适合 

ll^o - a ^J = min | Jjc 0 - - 

Aea 1 

幷问达样的2是巧唯 一 ？请对结果作出儿何解释， 

1.4.10 求证范数的严格凸性等价于下列条件： 

+ y 卜 M + U\\(.V xz^O t y=/zQy=^x ^ a/ ((?>q). 
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1.4.11 没龙是线性 M 范空间，函数称为凸的， 
如果不等式 

妒 <Ar+ (i- A) 夕 ）<A 资(欠）+ ( i - 逆（少） （ 

成立 * 求 i 正凸函数的局部板小値必然是全空间最小値， 

1.4.12 ，||， K) 是—线性赋范空间， M 是龙的 有限维 
子空间， {〜 △，„}是允的一组基，给定 se 身％引进菡数厂 
K_4RS 对 V。= /a6K* 规定 


，卩 a ， … ， Cfi) = 



㈣一 


4 


CO 求证 f 是一个凸阖数》 

<2)莕戶(0的最小値点是^ n ), 求证 


i -l 


给出中的最隹逼近元. 

^ 1 , 4 . 13 设煮是空间， ，《 j 是 f 的线性子签间，假定彐 

inf 矣小 II ( \/ ye #)_ 

■ - 

求证：在，中稠密， ' 

1.4.14 设 C ft 表示以0为极限的实数全体， 拌在 q 中赋以 

范数 

9 >l 


又设 { f .}：. iec 0 

h 




CO 求汕 ： M 是 <7。的闭线性子空间. 
U ) 设 A = …，0,…>，求|匕 

I 

i 今 0 —Z 卜 1 ， 

Z 
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但 weM 有 

洼本题提洪一个例子说 明： 对于无穷维闭线性子空间来 
说，给定其外一点心，朱必能在其上找到一点^适合 

\\^- y \\ = 叫 a - Zj |, 

換句话说，给定未必能在於上找到最佳逼近允. 

J .4.15 设空间， A / 足# 的冇限维眞子空问，求证 

二 1，使得 

y-x^ 

jl . 4,1 ^若 / 是定义在区间 [( M ] 上的复値_数，定义 
c /) = stip { I / Cjc ) IJ V XI 文 - y |<0- 
如垠 0< G <1 对应的 Lipschita 空间 Lipa ， 由滿足 

li/flA[/(0) J +9Up{5"°^ (/)}<oo 

J >0 

的一切 / 组成，幷以 ll / ll 为模. Xi^t 


lipa ^ j/eLipct lim 5 -〜 〆 /) 二0又. 

1 -. 0 i 

^ ill ； Lipa 是 s 空间， Ifij 辻 1 ipu 怂 Upa 的闭子空问 . 

^1.4 t 17 C 商空间 ） 设#是线性赋范空问，是#的 m 线性 
- miHj , 将煮屮的向景分奥，凡是适合夕 - we 身％的两个向逛 
，3〃（6身0归于同1类，称共为等价类.把-个等价类看成一 
个新的向显，这# 向量 的全体组成的集合用表示，幷称其 
为商空间. F 列是艾于商空间的命题. 

(1) 设 x 巨免，求 I xeo ] 的充分且必耍 
条件是|>]=欠+煮 0 . 

(2) 在龙 /， n 中定义加法与数乘如 

M + [ yJA x + C v [^ l ， M 6 

AMAAx + C VMe ^ V， c ， V A € K ), 

丼中 x 和 j 分別表$属子 等价类 |>]和 U ] 的任…元索 t 乂規定 
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范数 


jjOJIle infill 

求 h !: (及 V ， G ， i * U 足一个以空问. 

C 3> 以 [<] e 及 V ， 0 ，求证对 vxeDO /^ 

iIlf |^- Zf |^ ffMf | 0 . 

ze ' 0 

(4) 定义映射 P : 义—及 7# 0 为 

p ⑷ = O ]4 x + #0 ( 

求订 : p 是线性连续映射. 

<5) \/!>]巳，/义0， 求证 3欠已，，硭将- 

$00 = ^0，且 M <2| j [ x ]|| & . 

⑹以（， J ， II )完备，求证(义/及％，卜 M 也是完备的. 
(7) 设# = q ：0,1 ]，， o = {/6 妒 f /( D ) =0}, 求 

貧 f 衆 o^C? 

其中记号“二”表示等距冏构. 

§5凸集与不动点 
5.1 定义与基本性廣 

一般线性空闽中的 a 集概念是从平面凸集的特征性质中抽象 
出来的.这性 质是： 若 s 是一个平面凸集，则对于6巾任意两点 
\发，联结这两点的线段也在 e 内，即 

Ar + (1 - A)jf ^ E ( V D E 五 ，V 0 《义 <!〉• 

这个性质幷不要求空间具有拓扑结构，所以这个概念可以扩充到 
一般的 线性空 间_ 

定义 1.5.1 设义是线性空 N , Ecz ^ f 称 E 为一凸集，如 
果 

Ax + (l -X^p^E (\f x 義 E ， V0<A<1) # 

下面命题可从定义直接推:出. 

命韪 1*5,2 若是级性空问 f 中的一砖凸集，则 
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*€ A 

定义 1.5. 5 设淝是线性空何，若 { K A | AeA } 为妒 
中包含 A 的-切凸集，那么称门&为/的凸包，幷记作 co < A >. 

X 它 •' 

_ 

夂对 v ” eN ， u 2 ,...，\ eA ， 称2；心〜为 a ，々，.“，\的凸 

■ _ ■ 


组合，是指其中系数满足心会 o ，； S A _ = u 

i-i 

命理 1,5. 4设，是线性空间， Ac：，， 那末 A 的西包是 A 
中元素仟意 A 组合的全体.即 


co ( j 4) =： 


^ ■ * 

f ^ y ]^ i x i s 

1 卜1 i-l 


^ I = 1^ ^ I ^ 0, ^ f ^ ^ f i 


=1 Vn^N 


. 

v- 

4 


(1 入 1) 


证冇令 S 表示 （1.5. i > 式右端，则而 且&是 凸集， 

从而 S 〕 C 0 ( A ). 皮之，设 F 为包含 A 的任一西集，那末 

_ 

0 = 1，2,…， TO , 从而内 eF ， 即得 SdF ， 从而 ScicoCA )* 

* - 1 

定义 1.5. 5设煮是线性空间， C 是及 M : 含有0的凸子集， 
在，上规定一个取値于[0，™]的函数 


P(jc) = inf{ A>0 


T^ C 


C V^ecT) (U5.2) 


与 C 对应，称函数户为 c ： 的 Minkowski 泛函. 

命理 1.5 .e 设，是线性空 N ， C 是 cT 上含有0的凸子集, 
若 F 为 C 的 Mintowati 泛函，则卩具有下列 性质： 

⑴ PWe[0,«^ f P^>^o, 

( 2 ) p (知） = ap ( x ) < va >_ o > (正齐次性 ）i 

(3) PG + JO < POO+POO (a 穿、 (次可加性 >• 
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i£ 只有 （3) 是需要验 证 的.小1妨设 PCxhPCy) 有穷，对 
取 w /2， +^/2,则有 


A 


1 


6 C ， 


㈥ 为 C 是凸的，所以 


iL 
又2 


6 C . 


X +丨 
^1 + ^2 





A ^ + Aj 




这表明 

P(X ^^XA t +A 这； / > ( 乂 〉 + 戶 （夕 > +e. 

由《>0的任意性得到 <3). I 

何时 PW 是眞正的函数，即不取〜？又何时正齐次性成为 
齐次性？为了回答这些问题我们引进%下的概念. 

定义 1.5, 7 线性空间 #中 ，含有 e 的 a 集 C 称为 是吸收 
的， 如果 vzef ，3^> o , 使得 x / Aec ; 称 c 是对称的 ，如 
果 wc — jeec , 

图 1.5. 〗匮示半面上吸收凸集和对称凸集的图形. 

根据定义显然有 

命麵 1.5.8 为了 C 是吸收凸集，必须且汉须其 Minkowski 
泛南 POO 是实値函数；为了 C 是对称凸集 f 必须且仅须 P00 是 
实齐次的，即 

P ( ar ) = [ a | P ( x > < Va ^ R 1 ). 

对于复数域线性空间上的凸集，代替对称性，我们引进均衡 
性的槪念， 

定义1.5_3复线性空间#的一个子集 C 称为是均衡的是指 

xeC^ax^C (VaeC ， |a| =1). 

结合半模定义（见 1.4. 21的注）我们有 
命 *11.5.10 复线怍空间#上的 (r: 一个均衡吸收凸集 c, 
决箄了这空间上的一个半模， 








琢牧占.集 不吸收凸笫 


o 


t 

c 

—— 

& 



对称 h 嫌 


不对移凸* 


m 1 . 5.1 


对于线性赋范空间#，我们有更强的结果 s 
命® 1.5. 11设，是一个妒空间， c 是一个含有 e 点的⑷ 
山集，如果:足 C 的 Mintowdci 泛函，那末 P<X> 下半连续， 
且有 

{^G,r |P(^Xl}* (1,5.3) 

此外，如果 C 还是 W 界的，那末 P 00 适合 

P ( x ) 二 0 ^=^x - 

又若 C 以6为…内点，那末 C 足吸收的，幷瓦尸00还迠一致连 

续的， 

证 （ 1 ) v a > o , r , : ii|j v a ec , 山 poo 的定义便 

有 uZ t 若 POO0 ， m^vneN^ 

i ■ 
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ot 十 」:- a 十一 1 -- 

n n 

又丙为 C 是闭的，所以这就证得 

«c - { x ^^] PCx )^ a } ( Va >0). (1.5.4) 

特別地，令即得 （ H 3). 又因为 Va >0， aC ? 是闭集，所 

3^是下至选续的 . 

<2)闶为所以 P (0)= O 是昆然的，.在 C 有界假定下， 
即 3 r >0, 使得 CcB (0， r )， 于是 

V ^€^\{9)=> p ^ eC ^ W >^. 

由此可见当 PO = 0 时 ， x = 9 m 

(3) 荇 C 以 G 为內点，即 3 r > G ， 使得 B ( G ， r ) cC ， 那末 

2H 6C CVx6^\W). 

闵此 C 是吸收的，幷 J 1 冇于是 

\PM- POOl <ma X CP(x-^> ,Piy-x^ ^^x~y\\ 

从而 ^00 是一致连续的. 

推论 1.5,12 若 C 是 R ■中的一个紧凸子集，则必存 miH 整 
数使得 C 同版于 R " 中的单位球. 

证（1〉用£表示包含 C 的跤小闭线性子流形.汶共维数是 
于是在 C h 必有 m 十1个向量 4〜小使得 
，） 是线性无关的， 

⑶今 〜 = 

» - 1 

因为所以是一个 m 维线性子空间.于是对 

\ --— 
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Vj / e 左，存在唯一的峩示 

m 

y; XX 一、）十 0.5,5) 
i - 1 

幷在 五 上可引进一个等价模 


[|^| = (s | I ( 怎 = 犮 - e a ， j/^Ey a Cl, 5.6) 

(3) 我们 耍证： 当 （】. 5.6) 所表示的足够小时，蕴含 
( t . 5 . 5 ) 所表示的及事实上，因为 


m 


m 


y= + (i- S" 小。 

= 客卜+ .) 卜 


m 


了 (1 - 2 ^ J V m + i, 

x v j -1 / 

(1.5.7) 


当 |/ijl(y=]，2, …， m> 足够小时， （1,5,7) 右端各项系数都是正 
的，幷且各项系数的总和 


舍卜 + 占 (1 - !>)} 十 A G - 全 + h 

t-i k 、 j-i y j 、 ^-i ^ 

所以 yeco{〜A，j m / m+1 }d 

<4> 在右上，是一个以 0 为內点的有界闭凸集， 
它的 Minkoweti 泛函 P < s ) 是在£-心上的一个一致连续、正齐 

次、次可加泛函，适合=0<=> 2 = 0 4 应用定理 U 4. 22,彐 
^^ 2 >0,使得 


设 B •(心 1) 是 £-4 中的单位球，若令 


p (3) = G 



MV 尸 00 

0 


則是一个在上同胚, 


鉍乒沒）， 

(怎=沒）， 
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S.2 Brouwer ^ ^ciiaiicter 不动点定袭 
在拓扑学中有-•个重恶的属于 Brouwer 的不动点走理，引用 

如下 t 

定理 U.IKBrOuwer) 丄设 S 是 IT 中的闭单位球，又设 
T:S—S 是一个连续映射，那末 T 必冇一个不动点 
联合推论 1 . 5 . 12 与 Brouwer 定理，有 
推论 1.5. 14设<；是11_中的一个紧凸子集，是连 
续的，则 T 必有一个在 c 上的不动点. 

证[【1于 C 与中的一个单位球同胚，记此同胚为 
C . 考察映射 


7’’ ^ p~ 1 oT oq>. 

显然7\:丑》(心1)—对应用 Brouwer 不动点定理，存 
在使得 = * .由此得到 i /= 是 T 的不动点 • I 

现在我们把有穷维空间的不动点定理推广到无穷维空间中 

去* 

定理 1.5.15( Schauder ) 设 C 是空间少中的一个闭凸手 
集， T : C — C 连续且 T ( C ) 列紧，则了在 C 上必有一个不动点* 

证 (1) 因为了 ( C ) 是列紧集，所以对 Vn € N , 存在 1/ n 网 

\ = {友1，夕2 "•■'}，即 

T<C)C= y Cj /* eT ( C ), *' = 1,2, 

记五即五 ft 为山尺„张成的有穷维线性子空间. 

<2)作 C o ( AA ft ) 的映射 / n 如下： 


①这个定通的 1£ 明有好多个 . 除了代敢拓扑的证萌而外 * 还有儿今扨等的 、纯 
分析的证明，拥如参看 J.Mikoi% Analjlic proofs of the “hairy ball theorem* 
the Brouwer fixed point theorem^ An^r^ M Monthly, Vol w 85 No,T 
<1B78)»621^624*J^FrankJin, Methods of Matlematical economics^ p,£32 一 Z4Gt 
Springer Verlag, 
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n 






又心） 




_ nuO )_ 
% ^ 

2>心> 


叫 （iO 


fl-”[!/_Al( 化 +“ + ))’ 

㈣ (0)_ 


因为 ％00>0，幷且 V , 3 k(l ，使得 

夕 eB(y， 0 , 去)， T 是叫 0 (夕)>0， 

r » 

所以 S m ^^>°< Vj / er < c» p 因此， & oo ( i < i < 〜） 有定 


义幷滿足 


又心)>0(1<*众>，办办> =1, (1.5.9) 


于是/«在 T ( c ) 上有定义，幷且 （1.5. 8〉专 

元素的凸组合，从而 /„00£CO(iV n ). 此外还有 


■ r * r * 

I "夕-灼卜 |2 ]w 心） - S 从(友) 

l i^l »-1 






Ji 

" 淵心 （io 




S Iffi - 女 … (M) + 2 If^i - yJl^f (J^) 

r ;) fWs ( r r ^-) 


<x 


(1.5,10) 
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(3) 注意到 c,iV fl c7xc ), 而 C 是凸的，所以 c 0 (w„> 



c = c _ 令 7\ 厶 /„ 0 7\ 那末 又注意到 -CO 

(“◦是五作中的一个冇界 0] 凸子集，应用推论 U, 14, 3^eco 
(A^cC， 使得 

^ ji^tt = x u , Cl _5.11) 

又因为 FCC ) 是列紧集而 C 是⑷集，所以存在子列乂及丈60；使 
得 

Tx ni -*x (卜 co )， Cl . 5 , 12) 

联合 （1.5.10) 与 U .5.11) 得到 

H = |[7 >d 

<H,„7^-7XJ 十 lITx^-xl) 

<^ + ^Tx n ^x\\ <y«eN>. (1.5.13) 

联合（1.5,12>与（15.]3)即得^» 4 -^^05：—«),再利用了的连续 
性和（1.5.12> 即得 

Tx = x . 

定义 1*5 JS 设/是空间， E 是#的一个子集，映射 I 
称它是紧的，如果它是连纹的幷且映£中的任意有界集 
为，中的列紧集. 

推论 1 * 5 . 17 设 C 为心空间#巾的 一个有界闭_亞至 盖， T: 
C ~> C 是紧的，则 T 在 c h 必有不动点. 

G .3 应用 

再考察常微分方程 初値问 题的存在性定理.现在只假设函数 

在 [- k ， k 风卜 . :元连续（从而有常数 M >0 r 使得 
l /( t^)l ( M ). 考察 C [ - A ， A ] 中的球 B (匕幻上的映射： 

^)(0 = ^+| V < r ^( r )) dr . 




我们来证叨：对足够小的&，了映到自身，幷且 T 是紧 
的.事实上 

故当吋， T 映 B < u ) 到肖身，又因为 

j (T 幻⑴ - （ 7XKO 卜 \^ t fCr^Cz^dz 

<M\t~t^ [ (Vi ， ^l-h } hj), 

K ^ XOKl^l +嫩 ( v ( e [- M ])， 

所以 T 连续，幷根据 Atzela-Aecoli 定理 〈见 定理 1. 3.15) , 

沁在了映射下的象是列紧的_应用 Schauder 不动点定理，立得 
定理 1.5.18(Caratheodofy ) 假设函数 /0在[ ~ h f h]x 
+ M 上二无连续，那末当 k < b / M 时， 
方程的初値问题 

i ^(0> =乙 

在 卜 / M ] 丘存 在解 X (0. 


续， 

A 


1.5,1 设^是肜空间， 五是以 0为内点的眞凸子集， P 是 
产生的 Minkowaki 泛函，求证： 

(1> x ^£4^> P ( x )< l t 

w U ‘ ivv 。、 、 

1.5.2 求证在 s 空间中，列紧集的凸包是列紧集， 

1.5.3 设 C 是空间#中的一个紧 a 集，映射 C 连 
求证 T 在 CJ 上有一个不动点， 

1.5.4 设 C 是 S 空间，中的一个有界闭凸集，映射 T i : C — 
= 1,2) 适合 

(1) V X +了£夕 € 

(2) 是一个压缩映射， A 是一个紧映射， 







# 


求 iit : 在 c ? 上至少有 个小1 动点* 

> U ，5.5 设 A 是 nxn 矩阵，共元桌叫求 
证：存在乂 > o 及#分带非负但不全为零的向请 r € R _，mn 

Ax = Xx ^ 

提示 fr ； R ' 上考察子集 

C4{：r = Oi ，， 彳 ，) e R ， ■ 念 〜； I ,^>0<i = 1 ,2 ， ' 卩） }， 

^ i --1 J 

幷作映射 

^ Ax 

/ w …■-- , 

S( a a 

设 /i ： Cw) 足 C(M ]x [(Mj f: 的値连统函数，定义 

映射 

c r «>w c y ueC[o^i]>. 

求砧：存在 a > o 及非负仉不馆为零的连续函数: i , 满 u 

Tu -- Aw , 

§6 內积空间 

空间上虽然有了范数，叶以定义收敛，但是缺少-个 m 
耍概念 —— “角度”，所以还个 能说到 两个向最相互垂直.欧氏 
空间 R * 上两个向量的夹角是通过內积来定义的，在无穷维空间 
I :也可引入戋似的槪念， 

6.1 >定义与基本性质 

我们先从共轭双线性函数的概念入手. 

定义 1. G .1 线性空间 f 上的一个二元函数 《( - , - ):^X 
，- ^ K ， 称为是共轭双线性函数 （ sequi - Iinear > ，如果 
⑴ + « a y *) 中，夕|) + S 2 a (^ ya)i 
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_ 


(2) aia l x l +a 2 a(^ 2j ^) , 

其中 V \ , a 2 GK ；. 我们还称由 

qix') £\aix t xy c v^e ^>, 

定义的函数为 ， h A a 诱导的二次型. 

命睡 1. L 2 设 a 是尤上 的共轭双线性函数，4是由 a 诱导 
的二次型，那末 

( viyeD . 

证 “七”是显 然的. 下证 “>’， • hk 

<?o + ^) = ?o’+S c v 

雜易推 lii + a ( i / f x ) = a ( x~jy + a ( y f x )^ 0.6.1) 

在 （1.6.1) 屮換 v 为 W ， 即得 

- aix f yy + a ( v f x ) = - a {y f x ^ , (1 .夂 2) 

(1.6.1〉 与 Cl .6.2> 相减即得 a ( x fl /-) = a 、 y ， x 、_ • 

定义 H 3 线性空间，上的，个共轭双线性函数 

C * ， ‘ ):^ x t r -> K , 

称为是*个内积，如果它满足： 

(1) (欠，灰） = o ^> cvwe #> (共轭对称性 ） I 

( 2 ) oo>o i \/ x ^^ f cx f xy = o <=^ x - e (正定性） ♦ 
具有內积的线性空间称为內积空间，记作*，*)). 

注若在 （2) 中仅保存非负定 条件： 0：，幻>0(¥^6煮），則 

称（_ , • )为一个半內积，对应的空间称为半內积空间. 

显然，这个內积槪念是有穷维欧氏空间上相应槪念的推广. 

例 1.6. 4 R ' CT 都是内积空问，它们的內积分别定义为 
_ * 

<^ f y) = （L S Xi ^ i (v^^ec"), 

、 s ■ 1 i - 1 

其中 JC = … ，〜）■》= d 衫2,… ， Vn 、、 

例 1,6.5 卩空间（定义见例 1.4.11) 是內积空间，规定內积 
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i - 1 

其中 JC = ( x Xr x 2f ^ t …）， y = (女 " y 2 , … —)6^* 

例 1. S.S (定 义见例 . M .12) 是内积空间，规定內积 

? ^> - r u cxyvc ^) dx f 


丼巾 we / 耶 /)_ 

例 1,6.7 在空间^^<旮）（定义见例 I . m ) 中，规定內积 

* 

<>/) 二 2 d a uCx) d a v(x~) dx u r veC t CQ')y a 

1^1 < i Jo 

那末（0(奶，（ * ， ）） 足 个 內积空问. 

和欧氏空间 IT ' 作，山内积可以导川范数，这要川到下面 
一个虚耍的个等式. 

命题 I . G . KCauchy-Schwarz 不等式） 设（#%( • ，.： )） 
是內积空间.苦令 

M = 士 Vi y-m ， CL6.3) 

耐 t . !( x ， y > I ^ II^IIhi 

m Ti 其屮等号当且仗 ^ = ^(；l e K ) 时成立. 

我 n 愿意就更一般的情形证明不等式 o 4 6 T 4) f 这就是 
命题 1.6. 9设 a 芫线性空间少上的共轭双线性面数， Q ( x -) 
是山 ai 秀导的二次型.如果 

々 (oo ( v ^ e ^> 且 fl 00 = o 今令欠=〜 

那末 f fl (W)l<N00g 00 ] 士 （ V we#); Cl. 6, 5) 

而且共中等号 3 ii 仅当 n ^( AeK ) 时成立 . 

证不妨设对考察 

々 (X + 知） =fl(ac> +la(x f ^ +Xaitf f x^ + jA[\O0>0. 

( 1 . 6 . 6 ) 
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取又= 为 a ( x ， y ) = a ( y ， x ) (这是由假设々00 
>0,根据命题1,6 + 2推出 的〉， 所以 


治） 一 


\ 2 


400 


>0, 


由此立得 （ H 5>. 又3 - 4(； leK > 吋， （1-6.5) 中的等号 

成立.反之，若 （1.6.5) 中的等号成立，则 （1.6.6) 中的等号成 
立 _ 从而 

命 1 S 1.6.10 內积空间（及％0， •）） 按 （1 6.3) 定义范数， 
是一个空间， 

证只要 i 正按 (1.6, 3>定义的0 _«是范数，事实上，定义 
1.4.9 中的 (1) 和 （3) 都是显然戍立的，下面来验证<2), 
lx + jf \ 2 = Cx +Sf,x + $f) 

= +( U 0 + Of ) + Cj /^> 

= (W + W) s 

命 SU .11 在內积空间 <#,(•， _))中，內积是 y 
X # 上关于范数 n • I 的连续函数. 

证设那末|%11和有界，用对表示它们 
明一个上界，便有 

|C 〜 山） - （ u0| 

^Af I Jf a ^ 11^11 J^n - ►O (n—►oo)^ 

命題 1,6.12 內积空间（及％ (• ， * >>是严格凸的空间. 

证 V 0< A <1， 根据命题 1.6. 8我们有 
||Ax + (1 ^ A>^| 2 

=+ 2九 (1 - A > Re ( x f y ) + <卜 A > a ( vJl a 
< C ^ + Ci -义 )) 2 = i (当 M = flW W 本 y )* I 



我们还 要问： 什么样的空间（史，||， 1)? 可以引入一个內 
积（ • ， •） 适合 

ix } xy^^\x\\ (vte，）. （ 1.6.7) 

命 fil .6.13 在空闽 U %!1 . ||>中，为了在，上可引入 
一个內积 （■ ,， ） 适合 （1.6,7), 必须且仅须范数 II • II 满足如下平 
行四边形 等式： 

Kjc 十 j/P + t - yP =2( hS a + bP ) 

0 . 6 . 8 ) 

证必要性可通过 ■ 接计算得到_为了证充分性，令 

i(|jc + j/| z - +i||jc + ijAl 2 -i|jc~i^|J a ) 

(当 K = C ). 

容易验 i 正它是一个满足 C 1.6.7> 的內积 * 

定义 1.6.14 完备的內积空间称为 HilbeM 空间 • 

例 1.6. 4到例 1,6. 6部是 Hilbert 空间，下面我们再举一个在 
偏微分方程边値问 S 理论中特别有用的內积空间*~^；；(卬作为 
例子，为此先证明 

引理 1_6.15< Poincar 6 不等式> 设 CyD ) 表示有界开区域 
Oc ： R * 上一切 m 次连续可微，幷在边界的某邻域內为0的 
函数集合.即 

c ：< d > = { uec m c ^ y[uM = o , 当 的某邻域 h 

那末\^€€^(£)>有 

S Ml ^ dx^C 2. f \ d ° uM \* dx f (1,6.9) 

1a| <m^ Q |a| -» J * 

其中 C 是仅依賴于区域 D 及 m 的常数 • 

i £ 因为 G 是有界的，我们可以把 Q 放在某个边長为 a 的 


57 



立方体 A 內，适丐选择坐标系，使得 

4 ; {C x L 7 X 2 f a * 4 C- R * I Q^i^i - 1 ， 2 ， “ ，， ^0}* 

在上补充定义 W = 0,经补充定义后，在 £ Vh 饥次连续 
可微，而且在边界 _h 等于0, 

,、 pidti / J 

«00 = j o 沉 <^ 2 ,… J n )A. 

Pf 利用 Gaucty^Schwarz f 等式，我们有 


在 A 上积分不等式 （1. fi .〗0), 我们得 



r du 2 

u (^)fMr<a 2 J^ — dx 



gradu(3：) j 2 dx m 


(1人10) 


Ull ) 


然后逐次应用不等式 （1 J .11> 于 W 4( lal < m )， 即得不等式 
(1人9), I 

引理] + M 5 表明在上， 


lf u l!-^( 2 士 (1.6,13) 

是一对等价模•记按(1.6.12>完备化后的空间为 
它是定义见例 1 .4.〗 4 >的- i 个闭子 空间. 

例 1,G.W f^<D) 是一个 Hilbert 空间，其內积定义为 

<>〆>«! = 2 I d^v(xy ~dx < V 

CL 6.14> 

洼当 G 的边界具有光滑的法向导数时， H ^ CO ) 中的 
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元素实际上是滿足边界 条伴: 



的 C _( U ) 函数 w 的一种推广，共屮 d / dn 枭 dQ 上的法向导数_ 


6,2 玉交与 正交基 


在內积空间，中，可以引入两个向量夹角的概念，从而可 
定义什么叫垂直或 正交. 和_氏空间一样 * 对內积空间中的两个 
向量我们用 〜 


0 /\cos 


10^) 1 

MW " 


表治 它们之间的 夹角. 

定义 1.6,17 內积空间，上的两个元紊 X 与称为是正 
交的，是指 

=0, 


记作 x 丄火又设 m 是，的一个非空子集，若对 weM 
都有 欠丄1 则称^与 M 正交，记作 x 丄 M , 此外我们还称集合 

{欠6#1文丄 A /} 

为 V 的正交补，记作 


由定义可以直接推出 

命 * 1 , 6 , 18 设义是内积空间， M 是，的一个非空子集 * 
(I) 若戈丄扒 <*’ = U2 ), 則 

欠丄 义 1 及 1 + 又 da C V 1 ^3 G K) • 


(2> 若 1 = 丨 + \ H 及丄疋，则 

M^yp + MK 

<3)若 x 丄 hOeNhiL 则欠丄扒 

<4> 若 x 丄 Af， 則 x 丄 &pan{Al}. 

<5> M x 是，_的一: fcg _ g 性子空间 .f 
现氏空间中的直角坐标系概念推广到一般的內积 
空间中去. 


59 



定义 U .19 设#足一个內积益间，弟合 是 
#的 - 个子集.称 S 为正交集，是指 

% 丄 ~ 畔爲 ， \faje Ay, 

如果还布 hi = l(vae 乂），剐称夕为 J !: 交规范集，乂如果在# 
中不存在非零元与交，即以=:巧，那末称夕为完备的. 

- 个内积空间总否- '定仃完 备的正 交集？为了冋答 这个问 
题，我们引 W ■个 H 穷归纳法等价的命题 ——-Zorn 引理. 

引理 i . e _2 oczo rn ) 设#是一个半序集，如果它的每一个 
全序子集行一个上界，那末 # W — 个极大元， 

命理 1.6,21 非 （0} 內积空间泛巾必存在完备正交集. 

证闽为泛竽{0}，所以煮中的 JH 交集依包含关系构成一个 
半序集类， # Ji 好个仝序子集戈有 +个上界 ，就是这些集之幷 
集 _队 2 om 引理，这半序集芡有极大义 • 我们来证明:这个极 
大元（记作及）就娃完备 E 交集 • 因若不然，则必 

令 \ = 得到 A 还是正交集，弁这便的 

极大性相矛 m . J 

定义1_6,22内积空间#中的正交规范集 
称为■个基 （或 封闭的）是指 VX 6 衾，有卜列表示： 

^ 心， （1.6.15) 

■ - r 

其中 （ dh > jaeA } 称为 X 哭于基 {〜| ae A } 的 FouHer 系数. 
定理 1,6 J 3< B « sel 不等式）设 f 枭一个内积空间.如果 

5 = 卜 eA } 是，中的庀交规范集，那末 vre #， 有 

SK^O| a (m (Ujy) 

证注先对乂的任意有限子集，+妨设它们是1,2，.“庇 

m 

_ 

2 K 工， i 〉 「矣 M 2 , (1.6 + 17) 

i ▼ 1 . 
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因为 


卜-名('勺 | a 

V i-i j- 1 / 

_ 

- n^r 

* ~ z 

所以 （1.6.17> 成立.由此可见，对 VneN ， 适合1(欠,~)丨 > l/n 
的 ae A 至多只有有穷多个.从而使得的 ae A 至多 
有可数多个.于是 C 1.6. 16>的左端实际上是苹多可数项求和的级 
数.再由 <1.6.17) 我们有 

a€A^ 

其中表示 A 的任意有限子集.巾此立得 <1.6. is ). 

推论 H 24 假设妒是 Hilbert 空间，且 {~| aeA } 是牙中 
的正交规范集.那末对 vre #， 有 


且 


2以，〜)〜 e ，， 

aCA 

* 7 s 

OGA ^ 

证不妨设使得关 0 的可数多个 aeA 是1，2,…，1 
， 那末 

OC 

〉： （尤 ，疔 a) g B = 〉： （X 


幷由 Beaael 不等式可知 U ]0：/ n )| S 收敛，闪此有 

^ - 1 

|«+_J M t »+f 

o (m^oo^ yPeN>, 
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于是， x m ~ 〜是崔本列 ，从而 

» - 1 

o e/ n = 1 * ^ 

CO 

又因为所以 

»- l ( i*i 

卜 - 2 2 - Ml 3 - s 1(^,0 I 2 . 

□*■1 』 ■叫 

这就是 C 1.6 J 8). I 

何时 Bessel 不等式取 等号？ 何时等于 y ? 清看 

a 

如下 

定理 1.6.25 设，是‘个 Hilbert 空间，^ ^ = {^ IaeA } 
是泛中的正交规范集，则如下三条 等价： 

(1) $是封闭的 * 

C 2) S 是完备的； I: 弋 
(3) Parseval 等式成立，即 

W 2= CV 奸，)_ ( l ， fi ，19) 

证 （1)^(2). f/s 不完备， m 3 xe . r\{(*} f 使得 

O ,〜> = 0 ( V « eA ). 

但由封闭性有矛盾. 

(2>>(3：).若 3 re 妒使 PflTseval 等式不成立，则由 
(1.6.18)， 

卜 _2(艾 八)〜 I ’ = W z - Sl ( x ，、) l 2 > 0 , 

U at 4 * a^A 
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于是〜）〜辛但这与 5 完备性矛盾 * 

ff €4 

<3)=>(1) # 联合 Parseval 等式与 （1. 6 .18) 得到 

卜〜 2= w 2 - 2丨(欠 ，〜 )卜 0 . 

因此有 工 J 

a QA 

卜面 举一驻正交规范墓的例子 * 

例 1 . S . 26 在 上， 

e »(0 ^ v / 7 ^ - ° *" 1 C ^ 1 ™ 0, d : 1 ^ i 2 ^ *•*) 

是--组正交规范基. V«6^[0^n ], 对应的 Fourier 系数是 

(tJ,e n ) - y 1 — pwCOe-'" 1 ^ = 士 1 , ± 2 ,…）， 

v J o 

例 KG .27 J -.- 

~ = ( H . 〜0卩，0,…） （” = f ，2,3广，） 


是一组正交规范基， 

例 1 . 6 . 28 设 D 是 C 中的单位开圆域， H\D) 表; jk 在 D 內满 
足 
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是一组正交规范 基_ 设《(幻= Yi b k z \ 研 (巧，仑对应的 

i — 0 

Fourier 系数娃 

*~ x dxdy 


S 


k 


(沪 hi ， 炉 n> 


^ 1，2,3,…） * 


6,3 正交化与 Hilbert 空问的同构 

线性代数中的 Gram-Schmidt 正交化过锃可以毫无困难地搬 
到內积坌间上来.设，心,…}是內积空间 f 中的一列线性无关 
的元素* 我们奐 构造一组正交规范集 

5 = = 1,2，.-}, 

使得对 VtteN , h 是 h 的线性组合，而 Jlh 也是 
… ，心的 线性组合.其构造过程如下： 


A 







}/2 

1^11' 


*~1 

> I 



下面引入 

定义 1.6.29 设 （ f lf ( _， • >0与 CT a ,< • ， ■ ) 2 )是两个內 
积空间，如果存在的一个线性同构 F 满足： 

<7 V ,7 W C ^^>1 ( 

則称内积空间# r L 5# V 是同构的， 

定理 H 30 为了 Hilbert 空间#是可分的，必须且仪须它 









有至多可数的正交规范基又若 s 的元素个愈#< 00 , 
同构于 K _» 若则廖同构于 ， 

证必要性.设{心}^是#中的可数稠密子集，那 ，末其 中必 

存在一个线性无关的子集扣或汉= «), 使得 ■' 

span { y „} 卜 spa 中 

再对 { yfi }^ 应用 Gram - Schmidt 过裎，便构造出一个正 交规范集 

{^ K - 又因为 

| _ __ | _ 

span{fi n }^ = span{^„}f =，, 

所以 （％} r 是正交规范尨. 

充分性，设 {0«}?( JV < w 或是才的 IK 交规范基，那 
末集合 

( x -= S a «^ i Reil ™ y Ima » 皆为有理数 } 

是7中的稠密子集.从 IM 少是可分的， 

对干正交规范某 {~) f ( N < oo ^ N = 00>,作对应 

m f in = N 

L J ?7 - 1 

根据 Parseyal 等式我们有 

JiT 

1^11^ 2 ^ 2 < V ^6^>.. 

■»? i 

由此可见对应 丁是妒 (当 iV < oo ) 成謇 — i 2 (当 oo ) 的一 
对一在上线性同构.此外， 

X _ 

i ^ 1 

因此 T 还造保持内积的，于是畀 W < oo 时,义同构于而当 
iV = oo 对，义间抝于 





6.4 再论最佳逼近问超 

我 iri 布§ 4为中曾经把最佳逼近问题看成求空间上一点到它 
的一个线性子空间的距离 R 题，在那里给定的子空间是有穷维 
的，对于无穷维闭线性子空间 M 来说， 一般不知道能否对给定的 
xe #， 找到一点适合 

inf|jc — 2j| = fljf - 灰 I 

T € 度 

(见习题 1 .欠 14). 然而在 Hilbert 空间中，答案足肯定的， 

而且可以用更为‘般的闭凸 T 集 C 来代替闭线性 T 空间 M , 观在 

我们先从 x = 0 这.特殊情肜开始， 

定理1,6,31如果 C 是 Hilbert 空间#中的一个闭凸子集， 

那末在 C 上存在唯*元老心収到最小模. 

证存在性 . Vf 0^ C f 则& = (?. &9 eC , 则 

d ^_ inf \\ z \\> O m 

=^0 

由 I ''确界定义， \ Z ” tzN % 3 x n G G ；r 使得 

I o = i , 2 ,…）. a . o . 2o ) 

如果有极限 Xu ， 那末由 C 的闭性， 〜 ec ， 井由 （1.6.20), 
hoi = <即6取到 h 元紊的最小模.为 i *{ hK 有极限 ， K 
须验证 Pn } r 足‘令基本列，这要用到平行四边形 等式： 

l ^-^ l | 2 -2(|^ j | 2 H - |^1 2 )〜1 

< 2 [( rf+ +) 2 + (“ m ) 2 ]_ 4iF — 0 d ⑺). 

唯…性.如果有使得1卜 0 || = 卜 (/， 那末 

U %- 念 <T = 2<!lx a p+ IM 2 ) - 4 \ Xc+ 2 £a [ a 
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dc / 2 — = 0, 



即得心=心<见图 

推论 1.S.32 若 C 造 

Ililteirt 空间#中的一个闭 

凸子集，则对 V 3 A 6 及％ 3| 

x 0 ec f 使得 

I 卜 -x a H = inf||x-^lt. 

- €0 

( 1 - 6 . 21 ) 

证只须考察集合 c - 

它显然还是少上的一个闭凸子集-根据定理 

1,6.31, 3丨 使得 

1^0 |j = inf W^L 

x^a- 

令 + 1 便得到 

特例 若 M 是 Hilbert 空间，上的 •个 闭线性 子 空间，则对 
Vj /6^, 3 l 使得 

= inf —夕 ||_ I 

M 然我 fn 诚明了最佳逼近问题 （〗. i 21 > 的解简称为最佳 
逼 近元) 是存在唯一的 • 但是上述证明幷沒有告诉我们这个元桌 
有什么性质.下面+个定理给出最佳逼近元的刻划 • 

定理 1.6.33 没 c 是内积空间义中的一个闭凸子集， v 夕 e 
#，为 r %足$ /[〔 c 上的最佳逼近元，必须且仅须它适合 

Rtiy - x ^ Xa - x^O < V ^ eC ). (1,6.22) 

证 Mv ^ ec , 考察函数 

<p r (ty = |y — tx — (1 — o^-oll 2 (丈 e[o ， i])* 

M 然， 为了％ 是 y 在 C 上的最佳逼近元，必须且仅须 

以 ( v ^ ec f vteCo f iD . 0.6.23) 

下证 < l .( i .22><^( l . G .33 ) t (1.6.24) 

因为 
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9x(-0 = IJ - + (( 欠 0 一 工 ） P 

=+ WRe ( 夕一 x o ， x 0 — x) + f 2 (jx 0 - x|% 

所以 ^<0) = 2 Re ( 夕一欠 0 j 0 — 工) ■_ (1.6.2^) 

因此 Cl , t ； # 22)<^^(0)>0. (1 又 2( i ) 

又因为 ^( O -^(0)= K (0) t ^ nut 

所以 ^ UO )>0^> CK 6.2 J >, (1.6.27) 

联合（1.6.26)与（1.6.27>即得（1.6.24>, 

推论 1.6.34 设 M 是 Hilbert 空间#的…个闭线性子沫形. 
为了 J / 是 I 在 M 上的最佳逼近元，必须且仅须它适合 
X- 发丄 — y| Cl,6 fc 2S) 

证由定理 〗.6 J 3, 为/ f 是 t 芘 M 上的最佳逼近元，必须 
且仅须 

R ^< X - < V ^ eM ) # (1,6.29) 

因为 m 是线性流形，所以可表示为 

(如云财一{》})• 0*6.30) 

注意到 M -{ y } 楚线性子空间，且当=跑逼 A / 时， 如跑遍 M - 
{私}.将 （1.6.30) 代又 （1.6.29) 得 

Reix-j/ r wy^0 <V^6^-{^}), Cl.6.31) 

在 （ l , ti .31) 中，用 - w 代替》，便推出 

Rc <^- y ^) =0 CV^eM -{ j/}) a (1.6,32) 

进一少在 （1.6. S 2) 中用 iw 代替 w , 便推出 

( x - y r w } = 0 ( 

这就是 <1.6.28〕. 

特例当 M 是闭线性子空间时 = 因此，为了 y 
是/在 M 上的最佳逼近元，必须 H + 仅须它 适合： 工- y 丄 M . 

推论 1.6,35( 正交分解）设 M 是 Hilbert 空间义上的一个闭 
线性子空间，那末 vxey ， 存在着下列唯一的正交 分解： 

工 = 9 今泛 0.6,33) 

证取$为太在对上的最佳逼近元，而 s = 即为满足 
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(1,6.33) 的分解.又若还存在另外一种分解 t 

x - $f f ^-z / ^ M r ^ A/ X > f 

则 y - y ’ = < e ^ n M_L > = 

即得分解的唯一性， 

淫山 X 的正交分 
解产生的 y 称为 I 在 M 

上的正交投影（见图 

1 . 6 , 2 ). 

6.5 庄用 

1. 最小二乘法. ^ 1.6.2 

0) 实际观测问题.许多实际观测数据的处理问题如 T: 已 
知置 y 唁量 \ 之间呈线性关系： 

y 二 + 义 2 x £ + …+ A n x n , 



但事先这些线性系数 A n 是小知道的 4 为了确定它们观 
测数据 m 次，即测得 m 组数，如表 1. G .3 所示.如果观测是绝对 
精确的话，原则上只要测量 m = n 次.通过线性方程组就可以解 
出 ApA 2 ，…， A fi . 事实上，任何观测都不可避免带有误差.这样 
便多观测些次数，子是方程的个数大于未知数的个 
数，今按下述盘义确定 系数： 求 AA n , 使得 


m 


min 2 友 (J L 

■dy.M ，） j Ml I * 


fli 


2 少(”-2 >〆 


■(乃 


这个问题可以看成是作空间 R _ 中，求由表 1.6. 3中的后 n 列向 


量张成的子空间上的元素，对于绐定的表 1.6. 3中的第〜列向量 
的最佳逼近. 
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(2) 平方平均逼近*在函数逼近论中，对于给定的一般函数 
/ ei 2 o >], 要求用给定的 n 个函数〜 n 的线性 
组合按平方平均意义求最佳逼近 * 則求系数使得 


min 丨 |/00 - 

J * 1 i -1 


2 

dx 


=\ ! /w 

J * : i = ! 


dx ^ 


<3) 最隹估计问题，设 d 沒是一个概率空间.即一个 
测度空间，满足 P ( W =： U 所谓 * 个随机变 t 欠就是 d 龙彳) 
上的一个可测函数.存:随机过程中，常对随帆变景用另一 
组随机变量，…， 的线忡 组合来估计，设 X ， 
U 2 ，…，沒， P ), 求系数 U 2 ,... A ， 使得 


min 

C cr ^ I d 2 ’ ■■■ ， v 


f yo) - y^a^XiO^o 

r ~： 


jp (^> 


= xoo -2 a ^ i < 6j > 

Ji ? i -! 

上面 _ ■: 个问题本质上是■个：在 Hilbert 空间#上给定 r 及 
4^2,…要求出 〈 A ， A , …，乂 R _， 使得 



min 


仨 A 


卜-矣《 


i^i 



从几何上看，就是求 y 在巾 A …，、张成的子空间 M 上的正 

交投影.不妨设{心，々，…， 〜} 是线性无关的，根据推论 1 . 6. 34 

_ 

的特例，为了％= 是所求的解，必须兄仅须 

— j _ 


70 


( x - x ^ x^^Q (/ = I ,2 f — ^0, 




A 

即 </= J ). 0.6*4) 

# -1 

因为解 {A}: 是存在唯一的，所以线性方程组 （I.6 . 34) 的系数行 
列式不等子0,山此求得 






( A ，、 ） 

\( X l f X 2 ) 




* OM ) … （、 Jl 〕 


(X，、） … （X n J n ) 




{ X nf X x ) 

.<\^2)… On Ji!) 


( Wi ) ”■(、，〜> 


d 2，‘_■，”）• 


2. 曲线光顺与杵条鹵数 Opiine ). 在生产自动化、数値化 
的过程中，光顺曲纹，即用 定的程 序近似描述出 - 条光滑曲线， 
在实际应用中是非常 t 要的，痄条函数是应这沖耍求提出来的. 
iw 题提法如下：假设在平面上，给定 m 数对（心,&),(&，&>, 
…，其中 a = %<\<6<.“<& 作…曲线逋过上 
述各点，幷使其“尽可能地平滑”.所谓“平滑”，它确切的意 
义是揭这条曲线的曲率 ，/ v/r 厂 (yp 的绝对値很小， 
通常賂去分母，近似地指小， 

龙义 1.6. 36称々=&, ff 00 是区间 [> 夕] 上的一个#条面 
数，是指 

= i/tO = 0 山…屮）， 

f (^o) = y \ 〆 (、） 二 vV\ 3 


且 


| 少 ” （文）丨 2 dx = min 


|怎"（乂） | 2 h . 


其中 … 3n )， 适合 a =%<&<〜<〜 =& ; 


… jnjK ) eR " + 3 
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是一个给定的向最， 

为简单起见，我们 K 考虑齐次边界条件的情形，即假设 h = 
$fn = V % = vV - 0( — 般情形 A 要戚去一个适_的函数，便可化归这 
种情形），这时引入空间 

v 绝对连续，其 n 导数 

. u(a) ^ u f = u ; (^) = 0 i 


幷规定内积•我们讨 

以验证 （玎〗|> • , •)) 是 Hilbert 空间<留作练 习） .在出 
[ aj ] 上，考虑下列线性子流形 ： 

M a, ^ ol a = 1 , 2 ,… ,”）}. 

s 

利用等式 

U<f) 



推得 


V { z)dr 



(t — 




|wCO I 4 0 - “ ） 4|u"(T) jMr) 士 （ v W 

由 it 容易推出是闭的.根据定理 1.6.31， 在上存在 
唯一元素取到最小模，即3|心， & 6对2,0，使得 

f 3<0 1^ ^ f \^ iO\^K 

J * 

就是所要求的样条函數. 

为了进一步弄淸这个函数的性质，我们利川推论 i . e . 34得到 

<^J, 〆 ，如 ）= 0 CV^eM), ( 1 , 6 , 35 ) 

其中 =0 (1 = 1 , 2 ,…， n — 1 )}, 

对限制在每个区间 l>i A + i =上的函数 

u? i^ H tL x i, x i^O (* = 0 ,l, 2 ,“_,n- I )， 
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令 


w 


* 

■ 


如 f (: G [欠 i ，欠 1+1]) ， 

那末 weM , 从而由（1,6,35>得 


f ^ + 1 ^ 5 , ,( O ^ UO^-o 0 ^€"含[仏》 +1 ]^ = 0 山〜 ，”-!)• 

J# i 

(1-6.36> 

为了从（1.6.36)中提取关 T <^, ,«的信息，我们先证一个 

引理 1,6. 37若适合 


^JwHt = 0 CV ^6 H ^« hP ]), Cl .6.37) 

则 P . P . 是一个线性菡数 At + B ： 

证因为在 L 2 [ ci ， 彡]中稠密，我们 R 要找 到常数 
侬賴于/>，使得 〜 

| fwdi ^ y\J tw(t}dt + flj ri/Qydt ( V w 6 ^oC a ^J). 

(1.6.38) 

为此先看如果 Cl . S .3 S ) 成立的活，应该等于什么？任取 


= 0 ， ilJ^oCO^-U (1. 6 _ 39> 

I J 

那末按 （1.6.38) 应冇 

A = <f 0.6,40) 

其中 <■ , O 表示 P [ a /] 上的内积.再任取 
使得 

\^ x < itydt = zO t 且 (1.6.41) 

J « J ^ 

那末按 (〗 t 6,38> 应有 






t 


B = </ ，炉 !>. ( 1 , 6 . 42 〕 

现在假定 m 人 B 按 （ 1 . 6 , 39 )~( 1 . 6 . 42 ) 取好，那末 VW 

<f iO - At ^ B ? wy = <J ， h >， ( 1 . 6 . 43 〕 

其中 h^\w - - pu^(0^. 


由 Cl .6.39) 与 （1.6.41) 推川 

|* A (0 山二 I th^tydt = 0 * 

从而 // 裎： 

I W ) 二 h ( o , 

i = 妒 </0 二 〆 （ q )= 〆 C ^> = o 

有解，其解是 

由 ( i ) i [\ t - T ^ h < ii')di 


-丁是 联合 （ MW ) 与 （1.6.0 便有 

<J Jo = </，<> 二 0 ( V 扣 

这就是耍证的 （1.6.38>. I 

疢 m 这个引理，由（1.6.36)看出对¥0<彳<«-】，存 
^^,<0=^^ + Bit^Cit + D , (当 telXi ， i + 1 ]). 

即样条函数是一个逐 段七次 多项式 . 再由分部积分公式，我们看 
到 

……〉 = Vs ^ 9 ( Ow^(OdL 



( t ) l^ ff ( t》dt 


= 2[ M ， ， (a + o ) -以， - o )] 似’ c ^ i ) ( v weM ). 
i - & 
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眹合 （ 1.6.35) ， 由于似在对中的任廒性，我 n 有 

+ 0) = S f At , ( X | - 0) (‘ = 1，2, … - I ) • 

总结上述结果我们得到 

定 ai .6.38 任意给定1>,6]的分割义 athChCmCxp 
h 及向量…，存在唯一的样条 函数夕 = 
,( x ) ,它在|> j ] 上整体二次连续可微，幷且在相邻的两个分 
点之间是三次多项式. 


习 麵 

m (极化恒等式）设 a 是线性空间#上的共轭双线性函 
数，7是由 a 诱导的二次型，求证：对煮有 

a ( x t ^ + + ig (^+ iy > i ^)}, 

1,(5.2 求证在 C [〜 h ] 中不 rt 『能引进-种內积（_，），使 
丼满足 

C / 〆 ) +=刪 f/WI < V / e _ CT ^> l ). 

、 

i . e . 3 作 P [(}， T _ 中，求证函数 





T ) x ( r)rfr 


CV ^ e ^ 2 [ o , r ]) 


在单位球面上达到最大値，幷求出此最大腩和达到最太値的元素 

* 

提示利用 Canchy - Schwarz 不等式及其取等号的条#. 
1.6.4 设是內积空间中的阐个子集， 求证： 

McN 冷 N 丄 d 

^].6.5设兄是 Hilbert 空间薯的子集，求 i 正： 

(M ± ') x - spanM , 

1.6.6 在 Pr - M ] 中， 问偶 凼数集的正交补是什么？征 
明你的结论< 
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人 在 中，考察函数策 S = 

(1) 若 求证： ^-{6}； 

(2) 若] &- a|>：i， 求证： S ^{6 } m 

1.6.8 设义表示闭单位圆上的解析函数全沐，内积定义为 


a ,5) = ir & 

1 j I - 1 ^ 


求证： K -。 是一组正交规范.集. 

( 1.6,9 设 {〜} r，{/»}7 是 Hi】 bert 空间 f 中的阐个正交规范 
集 T 满足条伴 



求证： {〜} 和 {/J 两者中一个完备蕴含 M — t 完备. 

1.6.10 设#是 Hilbert 空间，是，的闭线性子空间， 
{〜},{/»»} 分別是貪。和的正交觇范迠. 求证： {〜} Lj{/*} 是 
，的正交规范基. 

1.6.11 设 H S (D) 是按例 1.G.2S 定义的闪积空间， 


(1) 如果 w(s) 的 Taylor 展开式是 u (^) ^ 求证 t 


^ i 1 + ^ 


<°°j 


( 2 ) 设〃(幻幷且 

M « 

h ~0 k^o 

求证： Cw,^) * 

(3) 

|liWI< ^0 U -"M) ( v |sf<1) ^ 
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C 4) 验证岛 HiU ^ rt 空间， 

m 2 设，足内积空 N ， {、}足#中的正交规范集，求 


证： 

!*■ 

! W < m 工， vm * 

■ rri 1 

, t 1.6.13 设 y 足一个内积空间， V % e 之％ vr >0， 令 

C ^{ x ^^\ 卜戈』勿. 

Cl ) 求证： c 足#中的闭 A 集， 

C 2) vie ，， 令 

v = r ^ fl + ^olf 0[ C )， 

x a \ x ^ cy f 

求证： /是 t 在 C 中的 最佳逼近九. 

1.6,14 求 （ a 0 ， a w a a ) eR a ， 使得 - a 0 - a k t ^ a z ^\^dt 

取聶小値* 

1.6.15 设 / O 06 C a |>J]， 满足逬界 条俾： 

、/(斗）气 /CO = 0 ， ^ ( a ) - 1 , S f C &> = 0 . 

求证： , 

' r "- ■'_ 

J)r.oo ㈣占 

. I •» 

1.6.1 G (变分不等式）设酽是一个 Hilbert 空间， a ^ x t y } ^ 
浐上的技轭对称的双线:生函数，3^>0, S > Q ， 使得 

又设 we ，， c 是，上的一个闭凸子集，求证，函数 

3 fh ^ a ( x , y ) - Re ( u 0 ,3：> 

& C 上达到最小腌，幷且达到最小値的点％满足 

Re [2 a ( jf 0 ^-^ o ) - 0^,^ — 欠 0 )]>0 ( V ^ eO , 
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第二章线性算子与线性泛函 


线性箅子和线性泛函是泛函分折硏究的基本对象.本章硏究 
线性算子和线性泛函的一般概念和基本性质. 

§1线性算子的槪念 

1,1 线性算子和线性泛函的定义 

算子的 槪念起源于运算》例如 f 代数 运算： 

xb^Ax C GR *) , 

艽中 A 适一个 uxn 矩阵；求导 运算： 

uix ^ Ptd ^ uix ^ cv « ec -< s », 

其中 _) 是一个多项式，而^是偏导数运算；积分变換， 

v 

Jo 

其中 K ( W ) 是 GxQ 上的可积函数，上一章遇到迚的“映射” 
实际上也就是算子. 

线性算子的槪念起滬于线性代数中的线性 变換. 

定义 2.1.1 设貪％，是两个线性空间， D 是 ，的一 个线性 
子空间.是一种映射， D 称为了的定义域，有时记作 
DCO . 只 O = vxgD } 称为 r 的値域，如杲 

T^ax + 月 jO -aTx +^Ty C'i x t y f y a r 

那末称了是-.个线性算子 * 

例 2.1.2 设，如杲 

xh^Tx = ( 吝 ㈣ Li (v $ = (x lf x 2 ^^ t x n ) e m 

那末 t 是一个线性算子. 
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例 2.1 , S 设泛 二 C -( fi ), 又设微分名项式 

| D | 

如果 T ： u ( r ) h ^ P ( d x ) u ( x )( Vue 貪)，那末 T 便是 一个妒 到夕的 
线性算子. 

注= = C ^ CQ >, 则上面定义的算子 

T 也是线性的. 

供 2.1.4 设貪 = i l ( -⑺），若规定 

T , :u(x)h^f e 1 ^ 1 X u(x}dx ( Vu^ 

J — in 

那末 r 是一个线性算 .子. 

定义 2.1. 5 取値于实数（复数）的线性算子称为实 C 复) 线性 
泛面，记作/00或</3>(即线性函数）. 

例 2.1.S 设 # = 若规定 

/ooAj^f(f) 此 cv ^ e^) f 

則/是一个线性泛函，但却不是线性泛函， 

供 2.1.7 设， = C^CO), 荇对某个指栎 d 及 ％ ㈡ 规定 

/(ti> =a-uc^ 0 ) cvue^y f 

则/是 c“(0) 上的一个线性泛菡 * 

1.2 线性昇子的连螓性和有界性 
算子的连续性概念就是映象的连续性槪念 * 

定义 2.1.8 设，，夕是 F* 空间， D(r)c =^, 线性算子 r: 
D ( m ， 称 T 在 qeD(r) 是连续的，如果 

欠 fl e D(r) 7 x n -* x 0 ^> Tx n -^ Tx 0 , 

命題 2.1.9 对于^性算子 F， 为了它在 DCO 內处处连续， 
必须且 R 须它在 n 连续* 
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证 荇 F 在0处连缠，那末对 

- x^O^Tx^^Tx^ = T (r fl - x^y-^Td = Q ‘ 

定义 2,1.10 设及％夕都是空间，称线性算子 h 方 — 
，是有 界的， 如杲有常数 m > q ， 使得〗 

史）. 


定义 2.1. 11设尤，夕都是万*空间；为了线性算子 F 连续， 
必须且只须 r 有界， 

证充分性显然.下证必要性_若不然，则3&€方，使得 
j |7 Xj >7^ 儿 令 ^ = ^| p , 

便有但0,便与连续性矛盾， 

定义 2.1, 12用夕（牙，夕）表示一切由尤到夕的奪界线性算 
子的全体，幷规定 

ii ^ t - ^p sup ffTri , 

* 芎方 \# I * n _ i 

为 re 夂 <煮，/> 的范数 • 特别用老@羞示 g (及％尤>及用<* 

即，#表示* T 上的线性有界泛面全 " 
一定理 2 丄I 5 备方是 如空间 ，夕是 B 空间，若在文 CT, 夕） 
上规定线性运算： 

CajT J + a 2 T s > <x > = a x T x x + a 2 T 2 x CV^e^), 

共中 a w« 2 eK, 八， jo, 则夕（衾，夕）按 |7j 构成一 
个 Banach 空间 # 

证显然之<，，#〉是一个线性空间，兹 i 正〖: n 是范数： 

l T » 0 t lirjf =0^^Tr = OCV^e^)^> T=Oj 

i r i + T z \ = su p n〜+m 

1*1*1 

€ sup flT^rU + sup ||T*JC|| 

I * I"i ■ * I-i 

= 11 ^ 11 + 11 ^ 1 , 

|aT|| = sup = |a] sup J|T^| ^ jal ITU 

i*i-i 1 * 1-1 " _ ■■” 
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再证完备性.设—仑潘本列 ，则^ >0, 3尺=况 (£ ),使 
得对 Vxe ， 有 

Fn + pJf-TnXjXeH CVn>JV, Vp6N>* 

于是 «). U 此^ 7 V ， 我们要证7^2<方， 
夕）.不难看出 T 是线性的，再证共宵界< 事实上， 3 neN 使 

得 

||Tx|| = J|^|<J)T^JI+l - 

<(0^13 +UM C\^e，，w = i). 

即得 FKFJ+h 

例 2.1.14 设 T 是有穷维窄间，到夕的线性映象，则 T 
必是连续的， 

证 T 可以通过矩阵 （ y ) 表示 出来， , fnr«J -个 存穷维 空间的 
任意两个摸等价.不妨取 ^T = K B ，，= K _， 便衧 

| 问士 

' i = 1 丨广 1 、’ 

i -1 i -1 j -1 / 

i -1 i -1 / 

即得(索 Sl ^! 2 ) 1 ^ 11 * 

例 2.1,15 Hilbm 空间浐上的舡交投影算子.设 M 是浐的 
—个闭浅性子空间，依正交分解定理， v ^ e . r , 存茌唯一的分 
解 yeM ' GAfi ， 使得 


x = m 

对应 achi / 称作 由方到 M 的正交投影算子，记作在不强调 
子空间对时*我们省略 M 而茼记作我们来证明 P 还是一个 
线性连续算子， 幷且如果 Mijtw }， 那末 UPU = ：u 
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先证线性，^ ^ Px i +^ i 0= l > 2), 艽屮这时， 

G 1 X 1 + a 2^z ^ ( a i p ^i + a 2 Px 2 ) + (a 1 z 1 + a 2 z 2 ) (v «L,a a 6 K). 

因为 \4+<^ 2 曰好上，而 a l Px l + a ^ Px 2 ^ M 9 

即得 p 是线性算子. 

其次证连钱，这是由干 UPxF 二 W a -kl! 2 <M\ 因此，< 
或者最卩，丐从羊 {0} 时，仟取 xeAA 
W ， 便則 ^ M = W ， Miriiff ^ l ! = t . 

习 5 

(本节各题屮，之％/均指 Banach 空间） 

<2.1.1 求证：，夕）的充耍条件是了将，中的有界 
集 W 为夕中的有界集. 

2.1.2 设 A 62 CT， 夕），求证： 

O) M 卜 S u P \\ Axl ， (⑵ |Afl= S up II ^||. 

B * 11 (1 } I * U <1 

2,1,3 设 / e 义（^，玟 1 )，求 iiE : 、 

(1) U/l = aup /(x)j (2> sup / <3：) = 5|/||( V 5>0)* 

I » H -1 t 置 I 

2.1.4 i ^ PiOecio f ^ 定义 c[o,i] h 的泛雨 

/w = Vx^oHOdt ( v ^ eccoj ]), 

J 0 

求 imi , 

个2丄5 设/是泛上的非零线性冇界泛函，令 c / = inf{M 
1/00 = 1}, 求证： B/I 卜 l/w. 

2.1.6 设/€衾*， 求证： Ve >0,3% e#, 使得/(々）= 
Ub 且 IM<l+e_ 

2.1.7 设： r: 夕是线性的，令 

JV ( T ) A { xe,r |rx = 0}. 

V 

(1>若了6义 〈及％ 夕）， 求证： JV(T) 是方的闭线性子空间. 
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(2) !H JV ( T ) 是免的闭线性子空间能否推出 Te 夕(貪， 


夕)？ 

C 3) 若/是线性泛函，求 iiL 

fe r 玲 N ( j ) 昆闭线性子空间. 

2.1.8 设/是，上的线性泛函，记 、 

如果 / g 免' 幷且〖/卜1，求证： 、 

(1) 1/00 J =inf{|x-^|| 1 V^eH}}( 

(2) VAeK ， H } 上的灯:一点 X 到的矩离都等于 IV •幷 
对， K >1 T 情形解释 （ O 和<2)的几何意义. 

2.1.9 设，是实空间，/是多上的非零实値线性泛函, 
求证：不存在.汗球 S ( h ， S )， 使得/<%)是/(4在30^5)中的 
极大値成极小値， 


§2 Kesz 定理及其应用 

设，是一个 Hiiben 空间 * ys / e ^ K 如果定义 

fv- … O ， i0 (VK ，）， 

那未事实上， 

IA 00 KB 刿 M ( vxef ). 1 

幷因此 |/ V IKW . 特别若取 x = a i 有 4 

总之有 «/ w | = blU 这个结论反过来也是对的，正是 

定理 2.2.1 (FJieszX 设 / 是 Hilbert 驾间免 丄的一个连续 
线性泛函，则必存在唯一的 he 貪，使得 " 

启发在三维空间中，（2.2.1〉就是 

/(«) =ax-i-bif + cz^n * x ( V J |C 6R! a )* 

其中* =(\ y )， 荽找的 a 现在 _ 是 ~ 它是手 
面 /(*>= o 的法线. ： 
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证不妨设/不是0泛函，考窃集合 M 益 he # 1/00 = 
oh 由子/是连线浅性的，则 」 vr 是一个眞 m 线性子空间，任取 
〜丄 m (山正交分解定理这％是存在的）_不妨设 ikw = i ， 泛中 
任意元老以分解如下： ) 

x^ax q + i/ f ( 2 , 2 . 2 ) 

其中方云兄 ， a = /( r )//(〜）. 这迠因为 j 令》二 

Ry 、= =/» - a / Oc 0 ) =0, 

在 （ Hii ) 两迠冏时与心作 内积， 我们得 

: a = ( x , x 0 ). 

f/L /W = a /( xu ) = O ,/( x 0 ) r 0 ). 

取这就是我们要求的 • 

再 iiK 唯一性 . 若31^67满足 

/( J ：) = ( u > = ( 工 〆 ） ’ 

那末 〈W — 〆 ） 二 0 c 

特别取 就推楙 y 二 V • 

注1这个定理的几何意义如 K : 线性连续泛函/00的等値 
面都是互相平彳？的超平面（见习麺 2. 1.幻，因此毎个向量^的泛 
函値/0>应由 x 的垂政 F 这些-等犒闹的分量所决定. . 

注2我们还知道， l/i = \\ y f h 帘实上，屮（2.2.])得 

1/ WKI ^ im^i ( Vre /)， 或 1/ lKIy/L 

I* 

另一方商， 取 m ， 再由（2.2.1)推禱1!々||<||/|1，即得11/11 = 

IWI . 

定理 W 2 设，凫一令 Hilbert 空间， 幻是 的奥 
轭双线性函数， 幷3 M > O t 使得 

l a (^^> ll^ll C 

则存在唯一的义（方），使得 ， 

啡 ，及> =(太》 ( V ^ r ye^) f 

且 ^H = s^P ia ( m |/ lr || b ||. d C 2.2.3) 

/ . 41* 1 f ^ w 




证固定 ye ，, 适一个浅性连续泛函*由 Riesz 
定理， 3 = = =( iOe 孑使得 

a(uO = o ， z)( V 奸义 ）• 

定义映射 A: j/hzM ， 便 f-i = (x，A 少 ）（ V U/e 7 >. 


又因为 

Cx.A((i x p t 十 a 2 y 2 )) = a{x r a^ l -h a 2 ,v 2 ) 

=+5 2 a <>， y 2 ) 

^ 夕 2 ) 

=(f 人 v 2 ) (V A 仏 AS 

方 ， \j w -_ K ). 


所以 /是线 性的，幷卄 

^Asf\\ ^ sup 1 ci(x ， v> I /\\x\\ ^A/jl^L 

* jr \ < ff \ 

即得乂£义（及 O ， 幷满足 （ H :0* 少 

应用 〗. La P Iw e 方程-如=/狄氏边値问题的 弱解、 设公 
czn n 是一个有界开区域， / e ^ C ^> s 称实凼数《是 

f - Au^f (在幻内）， (2.2.4) 

U | 扣=0 (2.2.5) 

的一今弱解是指 ueHUG )， 满足 

f ▽ 打 ■ \jvdx = fvdx (V^G^o^)). 

J 0 Jo 

( 2 . 2 , 6 ) 

这是因为：如果 ueC 2 ( S ), 幷且是<2,2,4)与（2,2.5>的解，那末 



vdx 





在左边应川 Green 公式得 



-Att • vdx 




L vw . vvdx ~IM 

j \7 u » S^vdx T 


vd(j 


即得 


\u - \ vdx 

J £f 



f * vdx 
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( V " e - C 2 ⑼ -())• 


但集合仆 ^ = 0) 显然在中稠密，山 uef ^ U .^ 
以及 / e P <£0 立得 

f ， . \vdx = f / - 心（ VK " 冲 )）. 

J Q J O 

历史上，人们在很长时期內直接求解 （2. 2. 4) 与 （2. 2. 5)， 但 
在证明一般存在性结果时遇到很大因难，于是经过近半个世纪的 
努力，改成先求弱解证丼存在唯一，再证共光滑性，这样一种途 
径成为近代塥微分方程理论的尨本乎法 * 也 正因为 如此泛函分析 
才成为硏究近代塥微分方程理论所必不缺少的工具， 

定理 2, 2. 3 方程（ 2.2.0 的 0-1^1^11161 问题 

(即以 (2,2.5) 为边界条伴）弱解存祚唯 - 
证 存在性.根据 Poincare 不箄 式， 

, 

A - ▽—( we " 沖 ）） 

J o 

是 Hi ( a ) 上的一个内积 ， rfri 

/ • VdK |/| 2 如) 士 J I V I z dx^j ^ 

<Cf/|| \\v\l, CVKW(D>>, 

(2.2.7) 

其中 I _ II 与 II • II , 分别表示 P (仍与 Hi (仍上的范数. <2.2.7) 表 
明， 

ri—>J / * vdx ( V y ^ H J (O)) 

是 Hi ( O ) 上的一个线性连续泛函.应用則《 2 定理2.2.1，3%6 
使得 

c^o^)i = f ▽〜.vWx = f /vdx cv^e^jco)). 

Jo J o 
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从而 W 是一个弱解. 

唯一性 • 假若都是弱解，那末 

( t / 0 - u % r i /) ^ 0 

即得〜 = 4 . | 

对于非 O - Dirichelet 问题，总是化到 O - Dirichlet 问题去做. 
给定⑽上的函数 P ， 如果 3 w € C 2 (0)， 使得％则非齐 
次边値问题可以化归齐次边値 问题. 事实上， 设八 


又若 

u 是 

厂 - /o, 

(2,2,8) 



ao = o 

(2,2,9) 

的弱解，则 《 

就是 

f-An = f t 




^ u \ do = Sf 



的弱解.而问题 （2.2.8)4(2.2.9>*0- Diricli〗et 问题. 


至于哪些函数0可以扩张成 C 2 (0) 函数的边値？又若 U 是 
齐次边値问题的弱解，何时它是占典解？这些问题在偏微分方程 
式论中给予答复. 

2. 变分不等式， 

定理 2. 2,4 设 C 是中的闭凸子集，若则 
下列不等式存在唯一解4 ec , 

J o ▽< • ▽(卜 o 办 - - uiydx ( y ^ eC ), 

( 2 . 2 . 10 ) 

i £ 利用 Rieas 定理* B \ u 0 ^ H l o ( D ^ } 使得 

V°o * = f / - wdx ( V (2.2.11) 

Jo J D 

因此，不等式 <2.2,10) 可以化为 

I V u t - vc^-o dx ^ [ v^o - \/ Cv- u %ydx c v ^ ec ) # 

J Q JO 


C2.2.12) 
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进 -•步将它改冯为 

( V ^ eC ). (2.2.13) 
根据定琿1.6.33，不等式 C 2.2.13) 等价于 < 是 WfF . C 上的最隹 
逼近元，而这是存在唯一的， 

注1 +定理4以換成更一般的纟, V 架.设(叫 （ O ) 足' 
个 nxrUli 定矩阵，适合 

S %00沾>4丨^1= ( S >0>, 

t J - 1 卜 1 

其中 a u ( x ) ec ( 0 h 3 使得 

f S a i )< x y d i u ^^ d i^ v M ^ 

J 。 i ，卜 l 

> j ^/<^) (以 x ) - w * ( r»dx ( " 弓 C ). 

注 2 若 C 是由一个连续函数 (泛) 给 定的： 
c ^{ vcxyeHicQ }\ 

则上述变分不等式问题祢为障碍问题，这时《表示薄膜的位移， 

/表示外力， 1 K 幻是一个障碍， 


习 鼉 

(本各题中的 H 均指 Hilbert 空间> 

2.2, i . 设 a ，/ 2 ，…， 上的… m 线性有界泛函， 

^A_n^<A>> W(/fc)AUeHi/fcOc)=o} 

t — 1 

(匕= 1,2, …， n >_ 

V 工 d 6 丹，记 々。为 h 在 M 上的正交投影 ，求证 ： 3 

6 ■^及 a l ， a 2 , …， a n 6 K ， 使得 

■ 

及 0 = 欠0一 2 j a ^* 
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2,2,2 以 i 是 H 卜 .的线性仔屏泛鹵， C 是 H 中的一个闭凸 
子集.又设 

/CO = ylkr-^W CV^eC). 

(1) 求证： 使得 

/⑻ 2 < v ^ ec >, 

(2> 求证： 3| t ^ eC ， 使得/( 11 。）= inf / CO . 

* €C 

2.2.3 设 H 的元素是定义在集合 S 上的复値函数.又若 V * 
€况，由 

八(/) = /00 ( v / e "), 

定义的映射忍： H + C 是 H 上的线性 连续泛 函. 求证： 存在 Sx 
&丄的复値函数适合条件： 

Cl ) 对任意固定的方 eA 作为 x 的函数冇尺以 

⑵ /oo = C<_ ^»<v/e^,vj/e5). 
m 满足条件 （〗） 与 C 2) 的函数 x ( w ) 称为 h 的再生核. 
2.2.4 求证： H 2 < D )< 定义见例 ]. fi .2 S > 的再生按为 

K ^^ = n<ii-\mr <XD>. 

2.2.5 设是 H 上的闭线性子空间，求证： 

(1) J^P M ~ ^ ^ 

C 2> L - M 1 h <=> P l + P M = /, 

C3) PI.PM - P - PjtfP “ 

§3 纲与开映象定理 

冇一大类解方 程的问 题从泛函分析上看就是对给定的算子 
T , 泛-►夕，求 if e 泛，使得 

Tx = y , (2.3.1) 
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解的存在性表适成算子 T 冇右逆7^ 1 : 

TT-^I (/ 表示恒间算子）. 

因为若= 则有7^ = 7^ ; 4 =力而解的唯一性表达 

成算子 T 有左逆7^7、 

、 r Tj^ = / # 

因为由 TxHT ， 存在便推得 xcT -^ Tx 二 Tpy ， 所以解 : f 
唯一地被1/决定.因此为了解存在而且唯，必须乱仅须线性算 
子 T 旣有左逆又有右逆.又因为，如果算了左右逆同时存在，那 
末它们一定是相等的.事实上， 

Tj 1 = ry 1 /- T 7 1 (^； 1 ) = < T ^ TyT -^ ^ IT -^ T -\ 

所以这时称算子 F 有逆，幷记此逆为 

若，，夕都具有拓扑结构，又若方程 <2.3 的解是存在唯 
一的，我们还要问什么时候方程的解是稳定的？所谓稳定是指当 
i / 做微小变化时，对应的解 x 也作微小变化，即映象 F - 1 是连续 
的*我们知道：一个映象了称为是连续的，是指开集 f / 在 r 作用 
下的原象是开的、那么为了 r - i 是连续的，就是指 ： T 
映开集 f / 为开集为了不涉及的存在性，称映象7% 
夕是开映象，如果它映开集为开集， 

3.1 纲与網推理 

与定义 I . 2 .2的稠密概念相联系，引入疏集的槪念. 

定义 2.5 J 设（次％ P ) 是一个度量 空间， 集石 Cf , 称 E 是 
疏的，如渠忍的內点是空的. 

例 2.3. 2在 R •上，有穷点集是疏集_ C a m 0 r | 是 疏集. 
命雇 2.5. 3设 （ S % P > 是一度量空间.为了 是疏集必 

须且 仅须： V 球及（4山 ）， 山） 匚忍山使得 

及门 ^ = 0 v 

证必要性_丙为甚无內点，所以忍不能包含任一球 BOCfl , 
r 。）* 从而彐 A 6五（丈0 ， r d 使得尤 iG 忍. 又由龙闭，所以彐 
0,使得 
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0<?' i < min (^ 1 , r 0 - 〆 〜〜>)， 

便有 ('X 

充分性.若 五不疏 ，即[有內点，则 3 君，但由 

假设 

]j ，使得右（工1 ,^ 1 ") C ' ItJ — 0 ? 


一方面有另一方面有 
0 . 即得矛盾， 

定义 2. 5,4在距离空闽（，/)」.，集仑£称为是第一纲的， 

m 

如果其中£„是疏集，不是第一纲的集备称为第-二 

H " 1 

纲集. 

例 2.3. 5在 R 1 上，有理点集是第一纲集. 更般地 ，可数 
点集总是第一纲集， 

定理 2.3. G ( Baire ) 完备度量空间 （，， p > 是第二纲橥. 

证用反证法.惝若，是第一纲集，即存在疏 S { E n }， 使 
得 


0= UA . (2义2) 

* = 1 

对任意的球6(%山 >，3 Bix ^ r ^ BCx ^ r ^ Cr ^ iy , 使得 

及 CA 厂 | 盈 1 = 

对彐使得 

如此继续 F 去，对 ^(. x n—i f r n ~ i ^ » 3丑(〜，〜）〔月 （ rii — 1 Jn - i 〉 

0\< l / n ), 使得及 （〜,〜） nt 。 〆 ， 从而 

B C^n t ^n) Pi (Q Ei ) C VTieN)i <2.3.3> 


于是我们得到 
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而 i c V^,P6N>* (H4) 

由此可见 {&} 是茌本列， 从而使得 limb =3：. 另一 

• -*« 

方面在（2.3.4)中令0—00得 pix , x n ^^ f n , 从而 

xeB ^ n , r n ) CVneN >* <2.3.5) 


联合 （ H 3) 与 （2.3.5) 便 Hxe \ jE n9 g (2.3,2> 矛盾. 

* ™ 1 

应用在数学分析课稈中，〖午多人曾为 w e i er3trass 构造出 
一个处处连续而处处不可0的菡数而威到惊异，然而我们 却有下 
列更为令人吃惊的 事实： 

定理在 cto ， i ： j 中处处不可微的函数集合 E 足非空的，更确 
切地， S 的余集足第一纲集 * 

证取， = C [0,1；]， 设 A „ 表示，中这样一些元素/之集： 
对/， 3 se [0, l ], 使对适合 0< s + A < i 与 | A |< i / n 的任何 A , 


下式成立 


/(s + ft ) -/< s ) 
h 




若 / 在某个点 s 处可微，则必有正整数 n， 使得 /e>U, 干楚 

•M 

^\E = LK. (2.3.6) 

下谢我们证叨毎个 A b 是疏集、为此先〖正 A n 是闭的.事实上， 
若 / e 衾 \ A ft ， 则 vse [ m 3\， 使得 

1^1 <7,,且 l/(H\)-/(0|>MA 丄 


又由/的连绩性， 3 h >0, 以及 S 的某个适当的邻 域八， 使得 
对 v ^ e /, 有 
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[/<cr h-A 3 > ^/(a)J >n\h s \ +2^ 


(2.3.7) 



根据有限覆盖定理，可设八，…丄 _ 覆盖 [0,1], 幷设 

e = min { e Si ， s S2 ，...，、}. 

今若沒6少适合 / UO ， 则由（2,3.7>，对 

2 . ■■. ， tn ) f . j ' 

|"(。- 5((T> |> 1/ (口十 l t ) 一 /O) I - ?c>nfA Jt I, 

这 ilH 明了义\4„是开集，从而 A ft 是 闭集. 

再证 At 沒有內点. V /6 A Bf Ve >0, fit ! Wei er 3 tra Sa 逼近 
定理，存在名项式 P ， 使得 

lf /- Pl !<^ 

P 的导数在[0，1]上是有界的， ㈨ 此根据中値定理3 M >0 , 使得 
对 Vse [0， l ：] 及 | A 1< l / n ， 成立着 

|pCs + A>-p(s)l<M|ft|, 

设 ffOOeCCow ] 楚一个分段线怍函数，满圮 HWO /2. 幷且各 
条线段斜率的绝对値;都大 TM + n ， 那末 

p + geB ( f ， e ) ， 而 p + 

•DO 

这样，我们 iiH 明了毎个4,是疏集，从而。4„是第…纲 

» - 1 

M &. if ， 是完备的，巾 Baire 定理，足第二纲集，由此根据 
(2.3.(0，五也是第二纲集.| 

本定理表明，处处连续而又处处不可微的函数是非常之多 

的. 

3.2 开映象定理 

设方，夕都是方空间， Te ^ c ^ f ^ y r 算了 -了称为是单射, 
是指了是 1-1 的， E 子了称为是满射，是指 = 

如蒞了是一个单射，那么衧以定义 T ^ 1 ， 它总线性的，但灼 
定义域却未必是仝空间仅-当它还是一个满射时， r - i 才是# 
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到，的一个线性算子.这时，我们自然要问，是不是连续 
的？下面的逆算子定理回答了这一问题. 

定理 2,3,7( Banach ) 设才，#是石空间，若 
JO , 它旣是单射又是满射，那末 
这定理有_ ■个更一般的形式就是 

定理2,3_8<开映象定理）设及％，都是 B 空间，若 Te 
义是一个满射，则 T 是开映象. 

证用分別表示 f ,夕中的开球， 

C 1) 为了证明 r 足开映射，即 V 开集卟， roy > 是开集，必 
须且仅须证 明： 3^>0,使得 

(2,3.8) 

事实上，必要性是显然的.下证其充分性 • 由子： T 的线性，条件 
(2.3.8) 等价于 

TBix Qf r)ZjUiTx Qt rdy < VOO)* 

v ^6 T < Ty ), 按定义三 ％ ew ， 使得外二了；^.因为阼是开集, 
所以干是取 s = 便有 

UiTx.^czTB^^czT^^ 

即汍= 7^是了 （ WO 的內点 （蠢 看图 2, s , I). 




闺3 + 3 + 1 


C 2> imi ： 3^>0,使得 AB <0，： OZ > C / (匕 35). 这因为 
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\JrB((9,T7>, 

» - 1 

而/是完备的，所以至少有一个 neN ， 使得 TB ( e , n ) 非疏. 
即至少含有一个内点 . 从而匚注 
意到: TB (0, n ) 是一个对称凸集，便有 t /( u ) czra ^；^， 从 
而('#看图2.3.2) 



m 2 又 2 


⑽， O: >0/。，) + yj]t r)ciTBCf/^) m 

山 T 的齐次性， 驭 S 二 r /3 n ， 便有了石（0, l )〕 t ； d 35). 

(3) 证明： TBae , o ^ uce T ^ m 心斤卩队占），耍证 3々 e 
B ( M )， 使得了〜二心，即求方程？^ =妁在內的一个解 
我 n 用逐次逼近法. 

对妁按（2)，召 (心 + y 使得 

$5 


即 匚吻， 


W<1>_ 

恃别地由模的齐次性， V # e /, VC >0， 有 


M ^ 按（ 3 )， 「吏得 


Jbl - ^ ^ slj<^TJ 


对 Un - ^n-i ~ ^ x n 6 ^^0 f ^ 按 （ 2) T 3 〜+ 1 € 石 ( 设， ^TT) ， 


tm 


JUn ^^^n + i |[<^ n+iT 


子 ^ ^Lt W-^nl ^ f/2 ， x oC^ ^j x n^ feH fr %€：石 d】）* 而 


lUnll - \\^ n - i - Tx n [= 




即得 


Ij/o-rcx! …+ x n y |j<,^ cv^eN) 


A 、:' 2工厂>^ TS n — i 、(」. 3.10 


又因为 T 是连续的，所以 

r ^= i ^0* O ?.3 J 0> 

即洱 LUMWWCM ). 

定理 2.3.7 的证明依定理 2 .3 Jhf : 明中的第 （3) 段，已知 





n 





令0得 


y \ aye 外 

从而 

连1 定理 2.3.7 与定理 2.3.8 中的 Banach 空「曰可以 
換成更一般的 F 空间，俏 i 正明需作稍稍修改. 畚看 $i， 张恭 
庆，冯德兴著的《线性泛函分圻入门》（第二章 §2). 

注2在定理 2.3. 7中， 7% r 足第二纲集的假设屋不可少的 
C 滿射及夕的完备性保证了这』点）.闽为仃例子，取，=/ = 
C [0，1]， 规定 

X ( j)di (V xe ^). 

它 M 然是连续线性的， iaT ^ = j ^ 0 = { yeCi [ o , l ] JjCO )-0} A ： 

是 C[(M ] 的笫二纲集.这 H y ^ Cl0 ,} 2 屮+是连续的 

(即使以 C [0 J ] 中的 i 个子 m 夕0作为7 1 一 1 的定义域，也不连 
续) • 事实上， ^ CO^&in n it i , 显然^4 = 1，但是 

|^ £ -^*<0 J = ^ Jt|fcos fi it f j] = ?j n-*oo n-*co) t 

其中卜 II 表示 CL0,1] 劣 |_u 〗 中的模，然而 _ 若夕 o 按 C”[G,1：] 的 
模卜I ,则构成忍 空间， 这时7 1 —是冇界的.事实 f -., 

F _ >|| = |-^Ci)j<jJ^lii <v^e^o). 

分奸定理 2 . 3 .7 与 2 . 3 .8 的证叨过程，可以看山，线性算子 
了连续性的假设可以戚弱 • 事实上，用到连续性之处在子由 
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(2.3.9) 推出 （2.3. IG )， 而这只需要1是如下定义的闭算子就够 

定义 2.3.9 设 T 是的线性算子， D ( r ) 是其定义域 • 
称 T 是闭的，是指由、 a 以及就能推出 
而且 y = T * x ， 

例 2 t 3_10 { t *： C [ o , l ] L , , 了= &是一个闭 

浅性算子. 

^ ^ ^ cJ JC 

证 如果 、 H ( C T [0，1]), 

⑴打 (vte lo . U ), 

^n<0 - ^nCo)^<o -^(o) c v te Lo,i]). 

即得 j ：( t ) = J ：(0) +| o ^( T)(/r ( V i e [0 4 J >. 

因此， a ：^ c 1 fo , I ]? II ^ - y (^). I 

如杲 T 是闭线性算子，在定理 2 + 3.7 w 2.3.8 证明过程中， 
一开姶取空间及％就是 DO 1 )， 它未必完备（但是是空间）.到 
第<3)段，我们找到某木列心，满足7 1 心- - %.这时利用#的完 
备性推出3 46 ，，使得心— 4 ,再由 r 的闭性推出 x 0 eD (_ Ty f 
y ^ Tx 0 , 于是得到更一般的结论： 

定理 2.3*11 若，，，是 S 空间， T 是的一个闭线性 
算子，满足 KOO 是夕中的第二纲集，则 J ? cr ) = 夕幷且0> 0 , 

3 5-5 co > o , 使得 v ^ e 夕， bl !<5 必有 xeDCO ， 适合 M 

<它且 pTX 

证只有 = ^ 是需耍证的，我们已知对£ = 35>0 

使得 

UiO f 6y<zT{BC8 A -)r iD (T^} m ( 2 . 3 . 11 ) 
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不妨设 3/羊0( 显然 vo <5 t <^ 按 

(2.3.11), 

u ( o t dy e T { B ( 0 ， i ) ni >(7’)}. 

于是使得 


^ iS / 

h\\ 


Tx^>y ^ 


3.3 闭固 象定理 

对于线性算子而言，我们来看连续性与闭性间^关系.我们 
说一个连续线性算子八 DCO — 夕总可以延拓到 1( 巧上，这是 
下列 

定理 2,3.12( B . L , T ) 设 r 是空间#到 5 空间夕的连续线 
性算子，那末了能唯一地延按到丄成为连续线性算子7\， 
使得7\| 

DCD = T， 且 ||7\| = ||71. 

证 任取办7乃， 3^ neO ( T >, Jim 依假设 r 

在连续，从而有界，即] M >0, 使得 

FKVfM ( Vxe ^ cr )). 

于是 lfh n + p — T ^ HgA/ffh + p -文 丄 

由此可见彳7^„}是夕中的某本列，已设 J 完备，所以3夕&少， 
使得 Tx n -*y t 不难看 m 》仅依賴丁 x ， 而与 iht > 中〜的选择 
无关 • 因此，可以定义7\, 容易验证7\是线性的，还有 

在这个意义上，我们把每个连续线性算子 r 都看成是有闭定 
义域的 • 子是每个^续线性界子必是闭的，可是一般闭线性算子 
未必能延拓到 1( 乃上使丼仍闭. 

推论 2.3.1 S (等价范數定理）设线性空间义上有两个模 
JI 1 L 与11 _ 如果，关于这两个模都构成 B 空间，而且 || _ [ 2 比 
JI ' L 强，则 I ) • JU y 卜 必等价 • 
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证考察恒同映射 A 方 — 身％把它看成是由 or，} * || 2 〕— 
c^J - IU) 的线性算子，由假设I _ | 2 比1 • IK 强，即 3C >0, 使 
得 

(V 尤6貪>, 

因此/是连续的，它旣是堆射又是满射 . 依定 m 2, 3.7, /可逆 
a/ 一 1 连续，即有 m > o ， 使 

ll/- t xn 2 < J M|x| 1 cvxe^>. 

又因 /— 4与 x 足间…个元素，所以 || • |j x ^i - h 等价 • 

定理 2.'14( 闭图象定理）设夕是 B 空间， 若 T 是 
/的闭线性邊子，幷且 D(T) 是闭的，则 T 是连续的. 

证因为 D(T) 是闭的，所以 DCO 作为#的线性子空间可 
看成是^空间.在 DCO.h， 引进另外一个范数II _ IdF: 

= M (v^e^cr». 

现在证明 （D<T),fl ■ || G ) 也是 B 空间，嗦实上，从 \ 

+11 7 ^- 7 ^饥1卜0 

o，m，oc) , 

吋知3铲6 謇芍 夕，使得 V +浐， 且根据了的 

一 ^A/vvvv^ — — ■ 一 - 

闭性即得〆 从而因此又显 
然有卜〖<；比|| • I 强，根据等价范数定理 i ^ ij ^ rorg 价，故 
3^>0,使得 

问 ( vgDCO )_ 

洼集合 Gcr)A{(\7X) keDO } 称为算子 t 的图象， 
而 UxIg 实际上是在乘积空间， X夕上的摸，因此I * | G 称 
为图模.算子 T 是闭的，实际上就是 G(：r) 按图模是闭的. 

3.4 共鸣定理 

定理 2. 3, 15( 共鸣定理或一致有界定理）设方是 B 空间， 

夕是&空间，如果 

Wcz ^ i ^ f j ^ y , 使得 sup | ja^(< m 
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那未存在常数 兄， 使得彳 
证 定义 

Wv/ 二 IW + sup fJAx|f # 

i -4 0^ 

眾然 ， II _ 1 U 是， i :_ 的范数， a 强于 || _ Ik 下间证明 （f J . || w ) 
完备.书实」 .， 如见 

M 、一^ J + sup 1(-^0 (i w — oo ). 

A^W 

由實的完备栓，3^£免，使得 i 、- x ||40( 当 n — w )， 又闪为 
Ve >0, 3尺=尺（0/此得 

sup \\ Ax m - Ax nt< E Cim ， n ： ^N\ 

Af-W 

从而对 ] HAx n ^ AxW ^ fX ^ n > JV ). 十足 

Hh-Xll 十 SUp.| 」 A(X n 〜 3 ： )ji- 卜 0 ( rJ i TDCO), 

A IV 

即 II 〜 0_ 再根据等价范数定理 ，II ■ U 与 I _ II 箄价，从 
而3常数 A /， 使得 

supj | A , r|J -■ s ^ l \ x \\ 

A^iV 

EM 此 々:即 推出 in 

洼条件： 'om sup | jAr ||< c ^, 意味着 v ^ e 及％ ] 财 x 
>0，使得 

\\ Ax \\^ MJx } ( V (2,3.12) 

而结论： ||^||< M(V AeHO , 则 4 苻炉足，存在与 X 无关的常 
数 M ， 使得 

jjAx||<Mfjx|j (V AeHO. (2,3.13) 

( urn 意昧着算子族价点点 力界卜 p . 3 , i 3 ) 则盘 p 未爭算 子碑祝 
- m 闽此笮定理给出条件保证為点有界 m 含 一 k 有界广故 
称“ -致右界 a 定理， 劣…方面，如果我们从反商来叙述本定埋 
将有： 

sup || A || 二 使掛 sup IjAx^fj = 

A^W A^W 

因此+定理又有“共鸣定埋”之称. 
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定理 2*3 J 8( Bar » ach - Steinhaus 定理〉 设 少， 夕是 B 空间， 

M 是义的某个稠密 子集. 若 A „0 i = ： U 2, …）， Ae 夂（义，夕）， 
则 v ^6 方都有 

lim A n x ^Ax (2,3, H) 

響 —»« 

的充分且必要条件是： 

<1> 有界， 

( 2 ) ( 2 , 3 , 14 ) 对 成立. 

证必要性.根据共鸣定理是昆然的. 

充分性 * 假定 K > i 4< c ( vneN ：)， 对 vg 方及 ve > o , 取 
使得 


11^ || AJ 1 +<?) 1 

便有 \\A^x - Ax\^\A n x - A n y\\ + \\A n y - Ay\\+ \\Ax ^ Ay^ 

<~ 2 ^ UA n ^- A ^ f | C V ^ eN ). 

再取 N 足够大，使得|4^-如||<£/2(^0>均，便有 

KA ft ^- Aaff }<£ ( yn ^ N) w 

3.5 应用 

1, Lax-Milgram 定理， 

定理 2.3.17(1^»-1^1 讲这 111 定理 > 设 a(w) 是 Hilbert 空间 

，上的一个共轭双线性函数， 满足： 

(1) 3M> o ， 使卜（文，夕 

(2.3.15) 

C2> 35>0 ，使卜 U (2,3 # 16) 

那末必存在唯一的有连续逆的连续线性算子 Ae 义 (#), 满足 

啦彳） = ^ r Ai/) ( V #)， （ 2.3,17) 
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(2,3.18) 



证依定理 2.2. 2，适合的算子 Ae 幺（袁>存在唯 
今证其 

<1)是卑.射.若冇牙，滿足乂 A 心，则 
a ( n 卜 a ( x ，〜) (\/ 托，）， 

从而 - 友 2 )二0 ( V^G 貪〉. 

特别取 ^ = 由 <2.3.16) 即得 

(2) 是满射.先证 w ( a ) 是闭的.事实上， yt ^ e ^( A ), 
貪0^ = ],2,…），使得 

w = lim Av nm (2.3,19) 

n — » 

由 <2. 3.16)， +„ + p - ^ nV<]^n + P ~ v n 7 V n-^P " Ol 

=l<X + p））1 

ll^u + p - ^nJI — (V 打 ，P e N)j 

即得 II "no - + 0 

m^D ， vpeN ). 

从而 { h } 是基本列，因此使得 s — p ， 幷由 z 的连 
续性和 （2.3.19) 得呢 = All *， 即 《； e 及（乂），于是 R ( A ) 闭， 
再证及 ( A ) 丄= 3}，倘苦只 ( A ) s 则 

(w,Av^=0 < 

即貪）.特別驭 u = « N 再利用假设 （2,3.16) 有 

5 I w P < f a C ^, w )| =0, 

即得 w = 0. 由此可见 A 是滿射的， 

(3) 再利用 Banach 逆算子定理， A ^ e ^ C ^). 因为 

W)l = _ 网， 

所以 5 1 祠 席〉， 即得 （2, 3.18), 

2, [ ax 等价定理.在数値分析中，为了求一个方程的解， 
往往用求一个近似方程的解去代替.例如用差分方程或有限元方 
程近似代替微分 方程. 其首要问题 便是： 近似方程的解是否收敛 
到原方程的解？若是，则称这近似格式具有收敛性. 
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用泛函分析的语言描述，设 夕〉， 其中及％夕是 
b 空间.给定 夕， 求解方，使得 

Tx ^ y , (2.3.20) 

酋先我 n 应当假定， v # e 夕， 3丨 re 少满足 （2.3.20)* 这 
时，应用定理2.3.7，便訂:^£义（夕 ，#)• 现在来考虑 
( L 3.20) 的近似方程， v ^ eN , 设 Le 文（，，夕），求解 
及％使得 

T n x n ^ J /. (2.3.21) 

当然，还是荽假定\^€夕，3|^^，满足（2.3.21)，于是有 
夕，煮） • 

何的近似？它是 指： v^e^ f 

Hrjt-T,x 11-^0 71-^00) <2.a.22) 

这在数狼分析中，称为近似格式具冇相容性. 

托数値分析中，还有一个重要的概念：称近似格式:具存穗定 
性， 是指 3C > 0 使得 

< VneN ). (2.3,23) 

在相容性的前提下， P , L ai 指出 了近似 格式的收敛性与稳定 
性是等价的，正是苷 

定理 2.3.18( Lax 等价定理）如果 （2.3.22) 对尤成 
立，那末为了 z ( n -> oo >， 其中〜与 X 分別是 （2,3.21) 与 
(2.3.20) 的解，必須且仅须 3 C >0， 使得 （2.3.23) 成立， 

证充分性，山 C 2.3.22) 和 （2. 3,23)，我们# 

< iT ^ UTx ^ T n x \\ 

z^G^Tx - O—oo). 

必要性 • 令工 n =7 V ：!/， x - T - 1 ^, 便有： 

因此， 丫： 1 #— r _1 y n -* oo , 

由共鸣定理，立得 ir / l 有界， 
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习 埋 

2.3,1 设袤是丑空间，，心，的闭子空间 * 映射 A 袤— 
定义为 

妒:艽卜« ( V 工6泛）， 

其中 [>] 表示含 x 的商类（见习题1.4.17>.求证 f 是开映射* 

2.3.2 设袤 ，，是 B 空间，又设方程 = 有 

解 xe #， 共中，夕）_幷且 3 m >0， 使得 

^Ux}^ ： m\xj CV^€^). 

求 if G 打连续逆 t 1 ， 幷 JUVMJKl / m ， 

2.3,3 设 H 是 Hilbert 窄间 ， A 6夂(:打>井11 3 w >0， 使得 
I (如 ，”[>叫|考 （ V 尤 €"). 

求诚3 开） * 

2.3.4 设身％夕是空 N ， D 是#的线性子空间幷且 t 
少是线性映射.求证： 

a ) 如果乂连续 fiD 是 m 的，则必足阳算户> 

(2) 如果 A 连续 H 是闭算子，那末夕完备蕴含 

又'( 3 )如果 j 适单射的闭灯爷，则3一 1 也适阳 算子； 
i (4> 如果方完备， A 是承射的闭算子， i ?04) 在少中稠密幷 
几 A 一 1 连续，那末別 A )= 少. 

2.3.5 用等价范数定现证明 < C [0，1] J • L ) 不是 S 空间， 

艽中 li/lh -Jj/CoMKv/ecio,u> t 

2.： i .(> 叫以理）设，迠月從 P : R 1 滿足 

(I) pW>o cv^es )； 

<2) p ( Ax ) ^ Ap ( x ) (V 乂 

(3) pOi 卞 x 2 )<pOi) + pOs) CV 

CO 时， Hmp ( x n y ^ pCx) t 

_ -*«■ 

求证： 3 对 >0 ,使得 pOO<M| 卜 I 
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2.3,7 设#和 ，是丑 空间，…）， 
又对 vxe 秦， { A n x } 在，中收欽. 求证： 3乂€义（煮,，0，使 
得 

Afl ：) C ， A ： K < Vs €#)， 幷 MjAjlglim l^nh 

a •“ 

2,3,8 设 l < P < oo 幷見 1 /P + l/q = 1, 如果序列{叫}使得对 

•CO 

\^ = {匕}6"保证乏>^“收敛，求4[: 又若 f : … 

1-1 

« 

求证：/泎为"上的线性泛凼，# 

4^1 

1 

i/ii - 

U 

2/3.9 如果序列 {〜} 使得对 Vx = {“ KL 保“收 

*-i 

<>a 

敛，求 hJ :{\} ei 」. 乂打 /: f -> S a ^^ 作为纟 1 上的线性泛 

* -1 

函_求 ill 、 

11 /卜 sup 卜 fc| • 

* L 1 

2.3.10 用 rejih^HA U 埋 i 止明共鸣定理. 

2.3. H 设，，夕足 s 空间， Aea (^% jo 是满射的.求 
i 正：如果在 [ J ^中 ^ J / o > P^i 3 C >0 与 使得 = y»v J 

a IK i 却 ill il 

2.3.12 设，，夕是 B 空间，了是⑷线性算子， D ( T ) 匚賞 f 
丑 < r ) C ^ ， W ) A { x^^\Tx = e} m 

(1) 求砧： WOO 是#的闭线性子空 间> 

(2) 如果 = ，求证：及 CO 在/ 中闭的充分且必要 
条件是3«>0,使得 

11^11<^11^11 c vjce ^ c^»j 

CO 如采用 AlWCO ) 表示点賞到 集合州 T ) 的距离 
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inf 求证：只 O 1 ) 在，中闭的充分且必要条件是 3 « 

>0, 使得 

d(.x 3 N(ry)<a\\Tx\[ (v^eDCO). 

2.3.13 设吖巧女)是 Hilbert 空间 H 上的-‘个共轭双线性泛 
函， 满足： 

(1) 3对>0,使扮如 

⑵3 5>0,使得< v ^ e //). 

求证：引 . v / ew , 使得 

^c^r.v/> =/w cvxe ")， 

Tfn 且 w 连续地依顿于九 

2 .S + U 设 D 是 R 2 中边界光滑的有界开区城， a : D4R 1 有 
界吋测幷满足〜 ye ^ w . 规定 

flCw A f (yu - yv + auv^dxdi/ (, V J u ,v^ , 


F (vy /l f vdxd}f 

" J £J 

求 H 3 卜 ea ( 卬满足 

，"） 二 FO ) 


( peL 2 (幻 >)• 

( vk " 1 ⑼）. 


§ 4 Hahn-Banach 定理 

给定无穷维线性赋范空间龙％问：是朽存在不恒等于0的连 
续线性泛函？更进一 歩问： 是否有“足够多”的连续线性泛雨？ 
所谓足够多，是指多到足以川来分辨个 1同元的程度，即当 
Cx lf x 2 e 旁>时，必有旁上的一个连续线性汔函 /( _ )，使得 

+节从线性汔函的延拓入手解决这个问题.有趣 
的是，从几何上看，这个线性汔函的延拓性质表现为 * 集的分离 
性质，而这个分离性质又是硏究4凸集有关的 Banach 空间几何 
学的基本川发点. 
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本节介绍的 Halm ^ Banach 定理是泛函分析的最基本定理之 
一，无论在纯粹数学中，还是在砬用数学中，它都有广泛的应 

用. 

4.1 线性泛禹的延扛定理 

回顾命题 1.5, 10，复线性空间灰上， R 要含有-个均衡吸 
收凸集，由它便可决定这空间上的_个半模 POO , 我们试看从 
它能否产生#上的-个非0的连续线性泛函，设使 P < h ) 
拍， 如果我们 规定： 

,r 0 ^{Ajf 0 |A^K}, /oC^„)^ApCx 0 ) ( V A € K) • 

那末 / D 就是# Vh 的一个非 0 线性汔函，滿足有界性 条件： 
i/ fl C^ a >[<)ApC^)| - p(A^ 0 ) <VAeK>. 

如果能把这个定 义在# u 上的连续线性泛函延拓成整个空间#上 
的连续线性泛函，问题就解决了.下面要 证明的 Halm - BaiiMli 定 

理正是保 i 」£ 这种延柘的可能性，不过为了多方面的应用，提法上 
稍为…般些. 

定理2,4, 1( 实 Hahn - Banach 定理 ） 设#是实线性空间， 

P 是定义在，上的次线性泛函，是，的实线性子空间，/ & 是 
义0上的实线性泛函幷满足那末，上 
必有-个实浅性泛函/， 滿足： 

0> /00< P (0( V^e r ) (受 P 控制条件） J 
( 2 ) f < x > =/ 0 00 ( v」fe #。）< 延拓条仲 ）• 

先，将 / o 延拓到，设延拓后的线性泛函记为 A , 那末 
flix + ay 0 y ^ f oix} ± a/^j/o) C V^e^T 0 f V^eR 1 )- 

(2 jl ) 

可见问题只枉千决定 / 〆 &) 的^.旣然要求八滿足受 P 控制条 
件,所以 

f x {x + ay & )< p<Jf aj / 0 > ( V 工6少0, Vae RO . (2.4.2) 

不等号两边同除以 I 叫推出它等价于 _ 
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r / iCjr 0 — C V ^ e , 

Vj( - yo 十 sO<p (一 yo 十 sO (Vs/e^o ), 

或 /。00 - p( — A: j/X/i(y 0 X/o< s ) + P(y 。 一之） 

( we ， 0 ). 

于足为了能取到适合 （2.4.2> 的八 (y 0 ) 必须 Rfxm： 
sup i/ Q (y) -p(-J/o+J/)}^ inf {/a(z) + 

V ^ jr 0 jf 

C 2.4.3) 

然而 （2.4. 是可川保证成火的.这足 

(夕 _ + P(S/o-^)> 

所以 h ( V 、- P (- . Vo 十 .!/></ 〆 之）十 POo - 怎 ） （V 丨， G # o ), 

(2.4.4) 

显然 <2,U) 蕴含 （2.4.3)， 今任意取定 /〆〜） 为 （2JJ> 两端的 
中间値，就能根据 C2.4.]) 得 H 尺在， i 上的延拓 /,. 由于 
(2.4.3) 两端未必相等，其中间値 AO/o) 的取法一般不唯一，因 
此这种延拓 也小一定唯〜 

剩下的问题是怎柞把叉逐歩延祐到整彳、#上去，这耑要用 
Zorn 引理 1.6. 20, 令 



， 


3 %， 


'ix e^ A =>/ A <^> < p <X> ； 


在/中 入序关系如卜： C # A , ，/〜）<(#&,/〜）迈指 

， At c ， A3 ， iL/ A »/ Ai oo ( vxe ， Al ), 

于是,成为半序集，又设 M 是 jr 中的任一个全序子集，令 

U {，△}， 

/ m (^) =/ 4 00 ( V X 6 f A ，（， a ，/ a ) e M > _ 


及 
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山子 M 足全序子集，容易验砧， M 总#的包舍的子空间，几 
/ m 在上是唯一确定的，满足 /at ( X ) ( X ) . 子足 djtf ，/ M ) 
G 7 幷 fel 是 M 的极大元，依 Zorn 引理. JT 本身存往极大元，不妨 
记之为 A a ) • 

戢圮，我们来证明泛^二煮 . 用反证法， 倘若不然， 那么， 
枳据第一段的证明，可以构造 H ! 


(^ aJa ) 但是 

从 rfi <^ aJa )>(^ aJa )^ ill ^ 这与 

(，4,/4)的极大性 矛后， 因此， ^ = 于是所求的/取为 A 

即口 r . I 

对 r 复的线性窣山 r ‘复数不能比较大小，相应的延拓定 
理必须 作某些修改. 

定理2.4.2<复《&/^-8卽3以定理）设 ，是 复线性空间， 

，的线性子空间，/。是，《上的线性泛函，^ 
满足 1/ flOOI ^ p ( x ), yxej ^ a , 那末# 上必有一个线性泛函 / 
满足： 

⑴ 1/00 \ ^pix) ()/xe ^)； 

⑵ f ( x )- f 0 ( x ) ( v ^ e ^ o ). 

证把^看成实线性空间，相应把#0也看成是实线性子空 
间，令 

9 o <^) a Re /oW ( v^e 


便有办 ( x )< p ( r ) ( V ^ e ^ o ). 从 MTi 根据定埋2.4.1， 必打 $上 
的实线性泛 i ^ U ， 使得 

gW 二3你 ( v ^ e ^ € ), <2.4.5) 

且 gi ^ y ^ pix ) c v ^ e ^). (2.4.6) 

现在，令 f ( x )^ g ( x ) - igtix ) ((2.4.7) 
那末依 （2.4. 5>，我们有 

fOO 二 S 。 ⑻ - ig G ( ix ) 
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= Re/ c (jc) + ~f Q (x) ( V ^ & ^o> ? 

又 /( ix ) - ig {- x ) 

从而 / 也是复齐性的，剰 T 还要说明在裒上， \/< x )\^ p ( x ) f % 

制.若 /0?)=0， 这是显然的.若 /( 幻辛0,令 

0Aarg/(x) ， 

那末依 （2.4.6), 我 n 有 

\f ix) 1 w f(x) 二 x) 

(e^ ltf x) <p(e" lff x)=p(x) ( V^€^). 

其中第三个等号是因为正数 /(^ ls ^ = :/以） 1 的虛部为 0 . 

综上所得，结合命题1 .5.10 便 nf 推出 

定理2*4*3为丫复线性空间 ，上 至少竹一介非零线性泛 
函， M 要 f 中含付某一个均衡吸 收凸集 . | 

在空间上， Hahn - Banach 延拈定理具有 F 列更特殊的形式 
和应 / U . 

定理: M ,4( Hafin - Banach ) 设义是 ㊉ 空间，# 。是 龙的线 
性子空间，八是定义在 上的 釘界线性泛函，甽在少 I :必有衧 
界线性泛函/ 滿足： 

⑴ (x) (V^e^o) (延拈条 件）； 

(2> Ul = U^h 〈保 范:条仲）， 

其中表示八在^^上的范数. 

洼由于/满足0)， （5!) 两个条件，通常称/为 A 的保范延 

拓* 

证在免上定义9(4 411/丄^11，那末 PW 是貪上的 t 模， 
从而根据定理 2.4. 3，必存在#上的线性泛函/( X )，满足 

/OO = / 0 OO CVW ，。)， （2.4,8) 

及 Uooispoo = S/m cv ^ e ^). (2.4.9> 

按泛函范数的定义，（ 2 . 4 .9)蕴含又山 （2, 4彳），显 
然有 y / 山因此 I !/ 卜仏 u 


in 



推论 2.4.5 每个 以空间必有足够多的连续线性 泛射. 

证任给 Ti 则 令 

^ 0 A { A ^ o jAeC } f 幷茳 fo 上定义 

/ 0 ( a ^>= a |^| cv ^ eo . 

那末二】.侬定坷 2.4. 4，存在及 M : 的连续浅 
性泛函 /， mn 

/(^o)~/o<^o) = I^oJI ； l!/fl = ll/oIIo^l- 

尤上的这个非 0 连续线性泛函 /, 吖以分辨事实上， 

/ C ^ i ) - / c ^ a ) =/<*! - ^ S > =/<^ o )^0. J 

这里我们实际上 i 正明了如下 

推论 2.4. s 设貪是 s * 空间， v ^ e , r \ OT , 必 3/ ef * 使 
得 

/ C ^ o )- fJ^olN 且 l/li = i . 

注本推冷给出判别&空间零元的一种力法：为了々=0, 
必须且 R 须 v / e 灰*蕴含 / c 〜）=0. | 

回頋在 Hilbert 空间//巾，对仟蔗的线性连续泛兩/， 3 ^e 
H ,使得 

/00二 （文，夕> ( 以6办 

荇记 A / A { jc |/0 o =0}， 那末对贫 

/ C^a) — C x ot ~ ^M x <i ， y、* 

其中表承 心在 M 上的投影，从而 

} f (. x o ) Kil ^ o - ^ oi | Jl ^ I = !|/ JIp (〜 M >_ (2.4,10) 

在一般的以空间少中， P (^)， M)A inf ! 〜-夕||， (2.4.10) 仍然 

v^ir 

成立 _ 事实上， VneN , 及 Vhe #, 按下确界定义3\6兄, 
使得 

p(x 0j Af)^p(r ft ^ ft )<p<3c 0 ,Af> + 

因此， i KW ) = |/^ n -^> i <||/||||^-^| 
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<llfll(P( x o, 兄 ) + I )， 


令 n 〜 oo , 即得 (2.4. i 0>, 

现在提一个 r 题，在 mv 煮上，给定 了空苘 对 及〜 
e ^\ K 是否 3/ ef ，使得/在 m 上为 o , 幷使 （2. oo ) 中 
的等号成立？这导致如 T 

定理 2.4. 7设 f 是空间， A / 是龙的线性子空间.若 

尤。€少，且 

^ p ( x ^ Af )>0 t 
则必3 / e #* 适合条件： 

(1) /( x)-o 

( 2 ) = 

<3) 11/ ㈣ • 

证考虑 <^4{欠=^+似 0 卜，6虹， «€ K >, v ^ e ^ o , 

定义 

fo ^ xy — ad ^ 

显然，/。适合 （1>，（2 X 又荇 x 二 f + dx fl O ^ 弓对，《本0)，叩！ 


I /o<^) j — \a]d— |o1p(jc 0 ,M> 

~l\^ + ax ci = ^L 


因此 ll/oil<l, 侬 Hahn-Banach 定理 2人4， 将 八 保范延拓为 
/eJT, 便有/满足（1>，（2>及||/||$1，乂因为/€，*，幷满足条 
件 (2), 所以由 （2.4.10) 便得||/1>1,于是(3> 成立， 

推论 2.4.S 设 M 是 空间# 的一个子集，乂设％是#中的 
任一个非零元素，那末 

jc 0 ^ spanAf , 

其充分且必耍条 件是： 对 V/€#S 

y<»>~o (v<e^O 今 /C^>=o. 
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证必荽性是显然的》下面用反证法证充分性.倘若 

fipanAf ， 那末 

ifAp(x 0? spacA/)> 0 , 1 

因此，依定理 2.4, 7，3/6^%使得 /OO = 0( VreM )， 幷且 
f ( x ^= d >0. 但按充分性假定，对此/应有/<巧)= 0，便引出 
矛盾 + 

特例若 M ={ x lt x 2r x nJ …}， 问： 是否能用形如 

% 

的线性组合的序列极限去逼近给定的元素 h ? 本推论給 

4-1 

出了这种逼近存在的一个充分且必耍 条伴： 对所有的在心， 

… 〆 ，…上为0 的线性连续泛函/都有= 

4.2 儿何形式 一 a 甚分為定理 

平面上两个互不相交的凸集 Z 与=，，有一条重要的 

几何性质：存在一条直 
线^分离 X 与即存 
在直线 i 使 A 与 B 各在 

{的 一側（请銮看图 
2 .4.1). 

在一般的线性空间 
，中，这条几何性质 
有沒有相应的推广哫？ 
下面就来讨论这个间题，为简单起见，今后我们总假定# 是实 
的，光上的线性泛面也取实値. 

在* T 上相应于平面上过原点的直线的概念是极大线性子空 
间的概念. 

定义 2.4.3 在线性空间史中，#的线性子空间 M 称为是极 
大的，如果对于任何一个以 M 为眞子集的线性子空间^^必有 
= JT* 

命®厶 4. 10 M 是极大线性子空间的充分且必耍条伴是， M 
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是线性子空间， 幷 RVxK : y\AfU 

{ Ax 0 | Aeir} ㊉ 

证必要 忾是显 然的，为了证充分性，设是以 M 为眞子 
集的线性子空间，那末 3 ^ e ^ x \ M t 子是有 (vAe 
R4 ， JkMczM” 从而 

# = { A Jf 0 J ^ £ Jl 1 } (5 ^IT 
即得， = 于是 M 是极大线性子空间， 

定义 2.4.11 义的柢大线性子空间对向量的平 
移： 

L ^ x a + M 

称为极大线性流形，或简称超平面. 

洼趙平面是平面上一般直线概念的推广.平面上的直线 Z 
可以通过线性函数表示： 

超平面 L 也可以通过线性泛函东刻划 * 事实上，如果/是5*空 
间#上的非零（连续)线性泛函，那末集合 

H sM ^ e i r \ fM ^ r } < reR '> 


必是一个（闭）超平面，这是因为显然是线性子空间 f 又 
e , r \ Hj f v 托#有 


j ^ h Xi+H 


从而打}还是极大的 * 由子/是非0的使/(4)式0, 
由/的线性，不啤设 /<%); r ， 今对任意 xeH ;, 因为 

/< n 0 ) = /CO 一/⑹= 0， 

所以文-气 enj ， 这证明了 是一个超乎面 • 又若/是 

连续的，则显然是闭的. 

反过來，若 i 是 （ m ) 超平面，可设 A + M , 共中财是 （闭〉 
极大线性子空间 ， e 这时 vxe # 可表成 

X =^ + y ( AeR 1 ， 夕€从） 


m 


的形式.再定义线忭 泛凼 AW - R 1 

/w 二 /( 乂 w)=a n 

显然 / 为，上的线性泛函 满足： M 二 H } 以及 /( a ) 二 i _ 因此 
L = H >. f ； Lm , 从而闭，那末/还是连续的（见习题 2.1.7 
(3)>， 

总结起农贫 

定理 2.4. 12 为 了1 是石*窄间#上的一令 C 附）超平面，必 
须 df 又 m 存在非零（连續）线性泛鹵/及 「6 R 1 ， 使得 l 邱 • I 

= -仑铤合五在它的-测，用线性泛凼来 

描 w 就边： 

V Jf 6召今(或 > r ). 

定义 2.4, 13 所谓超平面 L = 分离枭与 F ，是指 t 

V x ^. 

V 尸二 (或 < r )， 

如果在上1釘两个式子中，分别 m “< ”与代替”与，那 
未就说 h 〗 严格分离五丄 7 戶', 

现在来 w 论如何川超平而分离两个互+相交的凸集，以此作 
为 fUhn-Banach 定顶的 应用， 设#是空间，依定理 1.5.11， 

如果石是#的以0为内点的眞凸子集，那么它的 Minkowski 泛函 
PW 偵是一个非零的连续次线性泛南，满足 

今 p(x)<l. (2.4.11) 

如果还存在一点则由 poo 的定义和五是以0为內点的 
凸集吋以推出 PW^l. 下面我们证明存在超平面 H〗 分离五与 
力，为此寻求线性泛函/_先在一维线性空间 

^ o ^{^ ol ^ eR I > 

上定义 / 0 ( Ajr 0 ) AAp ( j ： 0 ) <v Ae K 1 ), 

显然八 是，，上的线性泛函，满足 

/<?0)=/o(^W) 二 Apo 0 ) 

<p(Ax fl ) 二 p(x> c y e ^*o> 


m 




根据实肜式 Hahn-Banach 定理 Z .2.2, 必存在泛上的线性泛雨 
/00,滿足 

/ C 工 0 ) 二 / oC 乂 0 ) 二 P ( Xfl ) > " I ， (2 , 4 . 12 ) 

f(x)^p(x) (V^e^), (2.4.J3) 

联合 （2.LM) ! KH1：0 得到 /00< ic\/re 五）. T^£ H} 便迠 
分离£与％的趙平必，这柞我 U 就得词 

定理 2.4,14(Ha/in Banach 定理的几何形式：> 设五是空间 

少上以 G 为内点的 E 凸了 v 集， x 0 eE f 则必☆:在一个超小细 
分离〜与匕 

连1 闪为 只耍逋 过适4苹移，总"丁以把仟一点变为0点. 

職 丰定邱对含有任点肉点的眞凸子>〔仍成立， m 对千无穷维空 
问^% E 仃内点这一条是不能省略的. 

5至2 吋以证 明定理中存在的超乎面厂4巧 士足 R ] 的.这只 
耍证叫相应的/还是连续的.事实上， m (2 j . i 3) 推 m 

1/(^0! Smax(pCO,p(-x>) ( v 

因此， POO 的连续性蕴禽 / 在 0 点连续.又因为/是线忭的，所 
以/在整十煮上连续 . I 

下面我们转尚考虑两个 A 集的分离 N 题，为此，想办法把它 
转比为 一十凸集与其外一点的分离问题.在&空间貪中，若 
是两个互不相交的凸蒐， A 是冇内点的，那末容易推知集 
合 

4- C - 1) 五3 

足一个非空凸集，幷且是冇內点的.此外，事实上，倘 
荇不然，则五 a ， 使得工 i — x 2 二沒 • 从而 

X 1 ^ X 2 ^ fl ^ 2 * 

这矛盾. 

衹据几何形式的 HahiBanacIi 定理2.4.14,存在闭超平面幵} 
分离五和 t 不妨假定 
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从而 / oosocvxe 五），即 fr v^e 

再由 / 的线性便得 

因此， 3 seRS 侦抖 

sup /( y ) « inf 
f ^ ^ T Z ^ B 2 

于是分离仏和仏，幷山 闭叶知 也是 闲的. 总结起来冇 
定理 2.4. 15 设' 和^是空间屮两个钇不相交的沖空 
凸臬， Ah 内点； 那 / knseR 1 及非零线性迮纹泛函/，使得超 
t ： ifii 分离心和^:，換句话说，存在一个非零线性连续泛函 
f ，使得 

/C^X-v (v 作也 '); /(x^^s < 

注条以城弱到么 rih = 〆 . 这是因为 h 
ff 内点，所以也 fi 内点，从 f 而也是 内点的凸 ifc . -^^2 J ^ 

m 本定埋结论得到 分离它 fn 的闭超平间 h j ， 下妨设就足 

f(xxs ( v ^ eD ; ( nil ) 

/⑺㈤ （V 托召 2 ). <2.4 J 5) 

山 / 的迮统性，丨 . u ) nj 以加强为 

/(x><5 c v^eS>* 

乂巧二 ft (见 习题 K 5. K 2))， B [ J 得 

f ( X )0 c V ^ e £!> + ( 2 , 4 . 16 ) 

朕合 （2, 1.15) 与 （2. 1, Ifi )， 就是分离 A 和 £ 2 . 

推论 2,4.1 G (Ascoli 定理）设空间#中的闭凸集 ，则 
3/ e^r* 及 aeR 1 ， 适合 

/O)<a</(x 0 ) C Vxe^), <2,4,17) 

证因为〜€#\ 五 及五是 m 集，所以 3 6 >u， 使得 

方 0^5) 匚謇 \ 石， 

而是有丙点的凸 m . 对£和应用定理 2.4.15, 
存在非零线性连续泛函/,适合 
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sup /CO < inf f d 

ar- E if - i?C I & ^ J > 

(2.4,13) 

进一步可以证叨 


inf 

*r - 0 * s ) 

(2,4.19) 

亨实上，倘若（2.4.19)不成立，那末 


/00>/( h ) (V 托邮 J ))_ 

(2.4.20) 


这表明 /(心) 是 /( W 在中的极小値，这与/的非零线忭矛 
盾（参看习题 2.1 + 9). 子是 （2.4.19) 成立.仟取 （2.4.19) 两端的 
中间値 GGR 1 ， 幷由 （2, 4, IS ) 即得 （2. 4 + 17)* 

推论 2.4.17( Ma Z tir 定理）设£是空间，上的一个有內点 
的凸集， Z 7 是，上的一个线性沆形，乂设左 flJ "。 〆 ， 那末存在 
- 个包含 F 的闭超平面1，使 E 在 L 的一侧 • 

证设 F = h 其中及％是 f 的线忡子空间. 

山定理 2 J .1「>， 存在分离 £ V / r ， 即 

f(E)<r ， /U 0 + f 0 )>r, (2 丄 21) 

记 r ^ r -/( r 0 〉， 便冇及 V ,又山/是线性的， 
及，0是线性子空间容易推出 

/W— 0 ( v^e^o). 

即行， flCH 〗， 从而 Fcx 0 + H 卜 H ;， 其中再的 
(2.4.21) 推出 /(£)<& 于是便为所求. 

浼上述结论換句话说就是 t 存在#上的非零线性连续泛函 
f RseiC ， 使得 

/c%xs( v^e^). I 


下面我们来推广平面上直 线和闾 的相切概念. 

定义 2.4. 18超平面 L = 称为是凸集£在点&的承托超平 

面，是指 E 在 L 的一侧、且与1有公北点換句话说 
/0 O < r =/( x 0 ) i ^ x ^ Ey t 或 / OO>r = /( x 0 ) ( Vxe 五）. 
例2, 4. 19设，是 空间/ \\ x 0 \\= r . 



那么 E tiixjT * 个承托超平 | fH . 

证 根据推谂2,4.6，]/€廖％使得/(〜）=0山||/11 = 1 4 
于是便是 E 在 h 的承托超平面，这是闲为 

/ C ^ Xf '/ flfJ ^ fK ^( V ^6^). I 

更一般地，我们轩 

定理 2.4.20 设芯是空闽中宄 ff 内点的闭凸集，那采通 
过五的每个边界点都可以作⑴ E 的一个承托超平商. 

证 VhEAir ， 令依推论 2 . 4 . 17的注，3/6 
及 S 6 R 1 ， 使得 

/( x )^ s ^/( x a ) ( yxe £). 


于是便是 S fr : 心的承托趙平 [fiL 
4 . 3 及用 

1. 抽象 W 微函数的中値定珂，设少是空间， f :( a , b 卜 
，叫做数値变数 £ 的抽象雨数.如沿 ie ( aj ), 在，中存在极 


限 


lim 


/(£ + At) — /〈O 
At 


那末就定义此极限为/在 t 点的微商.记为广 （ G . 又若/在 O , 
幻內点点有微商，便称/在 內吖微 . 如下中値定理是抽象 
可微函数的重要性质之一. 

定理 2,4. 21设抽象函数 /:(>>)— 夕在 內可微 ，那 
末对 3 06 0),1)，使得 

l !/ C ^> - / Oi ) \\^\\ S f ^h + Cl -0>£,) II K - G 丨 _ (2.4.22) 

证由 Halm - Banach 定理的推论 2.4.6, 夕％使得 

11，卜1，且 

<^,/02>-/^1» = ||/( t £ ) - / Oil . C 2.4.23) 

令史 00 = < r ，/(( 1 + ^ Cf 3 ^ i 1 ))>, 那末 fl >00 是夺「0,1]上连 
续，在(0，1>内矸微的实函数，且 

〆 （》?)= < 〆 ， f f it x + — M )( £ 2 - £ 1)>. 
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对 ffOO 应用微分中値公式，即得 
sKi)-Ko) = ^G) 

= 厂 （ t , + 吖 h - h ))( t 2 — Q )>， <2,4.24) 

其中 O <0<], 眹合 <2.4.23) 弓 （2.4.24〉 便得 

⑽ 2 )- /(Dl = Kl )-，<0) 

即得 （ K 22). 

2. 凸规划问题的 Lagmige 乘子.数学规划的理论建立在凸 
集分离定理的基础之上，现在我们通过下述 Kuhn ^ Tuker 定理， 
介绍凸集分离定理是怎样使用的. 

定义 2.4. 22设#是一个线性空间， Cd ， 是一个凸集，称 
/: C — R 1 是一个凸泛函，是指/ 滿足： 

/ C^ x + Cl — 00 + O ' ^*)/00 

( V ^ ec ， vAe ( o , i ))* 

> t 这个定义可以等价地表 达为： 上方图 

e P i (/>^{(^,oecx rm/c^xo 

是 CXR 1 中的凸集 ■' 

凸规划问题 CO 是指：给定[^集 C 上的凸函数/， 

9乳， 求 6€ C , 满足 I 

ffK^oXO 0 = 1，2，... r n^i 

且 /(々）= mia {/( x ) 1欠日 A A 00 <OCi = 1,2, »* , n >}. (2 ,4.25) 
其中条件力00<0(; = ]，2,…， n ) 称为约束，在多元微分学中， 
我们 知道往往可以借助于 Lagrange 乘子法，把带约束的极値问题 
化归为无约束的极値 H 题，现在我们也希望这样做.寻求条件来 
确定…， A n ) eir ， 使得：若％是问题(尸）的解，则 

/(^ o ) + 2 = min |/( x ) 2 

*-1 1 i-i J 

这就通过 Lagrange 乘子 (H …， A„> 把约宋条件吸 收詰谧 
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啟屮去.考瘀等式 （2. 1.20，它谇价 r 不等式组 

* H 

/(^ 0 ) 1 - 2 ^t9iC x ^^- fw + ^^i9i( x ) ( 

■ 1 i - 1 

(2 丄 27) 

为了导求 （ A lf & ，…， \)，我们宁可多引进一个叁数而考察 
较弱的-组不等式： 

_ A 

人 >/ Oo ) + 2 \5 it > o )' d/w + 2九必⑴ （v 丈 gc >. 

t = 1 i = 1 

(2.4.28> 

如果能 i 正明&>0,它就等价于 <2.4.27\ 

寻求非零的 a flf \ e R ,+ 1 ，在几何上相当于在 R * + 1 
上找一个超平商，而+等式组 （2.4.28) 则就是这个超平面分离集 
合 

r ^ 

E 4 Ui 0 丄，…人 > eR B + 1 } 

1 ti^CO 0 ^ 1,2,…， n ) J 

f 3 xec t 使得 ' 

与 F " ( t 0 , t t ，… 人 ） eirn t 0 >/( x >, # 扎 

. W <1 - 

的结果，阁为 /，&,■•• 都是凸兩数，易证 F 是 R " 41 中的一个 A 

集，而 E 显然是一个有内点的凸集，其内点全体是 

彦 = …，〜 ）6 R * 

由干 h 是问题 CP ) 的解，所以及 f!F = 〆 . 现在应用定理 2.4. 15的 
注，便得到 


^</(^o>； 

I 

\ U <0 ❶ = l f 2"-、w 


霄 _ 

Ao/( 々 ） + 2 C^o) C^oC/ (^) + f o) + ^ 久 f (ffi 00 + ^f) 
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cv^ec, —^)>* 


C2.4.29) 



山此口 = o T i t ." 幷 .28) 成立. 此外还有； 

= o Ct = ] ,2 , , n) w (2 乂 30) 

这表明：使 £ fi ( h )<0 的指标 t 对应的灼朿在此实陆上不起作用 • 
为了证明， G .4.30)，- 方而，由分离定珂， 

m 

义 0 /(%)(义 o /( 欠 0〉+ 2义也（％) _ 

卜 I 

& 

因此， 2 An >30- 

* -1 

V ).力面，山假 ii ^ i (\〉 C 0， 以及久 i > CK 』 T 见 （2. i .30) 成立 • 

J M 卜 Kn 确定 使乂 >0的条什 • 

引理 2.4,23 苦 6 C 满巴： 

f ?; (龙)<0 (‘ = U ，…， ”）， (2. 4 .31) 

则八>0_ 

证用反:正法.倘苦不然 ， ^o = 0. fiK 2.4.29>, (2. X/M 

便打 

■ 

(X ^ i 9 i . (2.4.32) 

i = 1 

囚为 （ Ul ，… ，又 所以 d ，义 2,… ，义 TI ) 去 （ H ".， 0 〉 ■ 乂 
= …，70，联合 （2/1.31) 便订 

n 

2义此00<0. 

i - 1 

这 WCH 32) 矛盾 ■ | 

总结以上所述，我 ff 1 得到 卜列 

定理 2. 4,24 ( Kuhn - Tucker ) 设#足一个线性劣问， C 迠 

才的 一个凸子集.又设 f 爪，…， JSC 上的凸泛函，那末在引理 
2.4. 23的假设卜_，若 h 坫问题 ( P > 的解，则必存在实数 A 人，…， 
乂>0,适合 

/<^ 0 ) - mm |/<^> + 2 (^) I 
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以反 C^n) = 0 (* = 1 ， 2 ， … ，打 ）. 

3. 乏函的 tm ；>. Banach ^ 间#上的一个凸泛函 /: 
f — R 1 ， 一般来说，未必记可 C 的.然而坌照函数的导数与达 
函数图形的切线斜韦之间的关系，我们将利 m 凸泛闽/的上方图 
epi (/) 的承吒超平而，来推广导数的槪念. 

定义2, 4. 25 设 /:# — R 1 沿凸的， Vhd ， 称集合 
df ( x ^/2_{ x * 6 |<r ^ x 0 > + / C ^ Q X / U ) ( V ^G ^)} 

为 这函数 / 在％点的次微分， 5/ C ^ 0 > 中的仟意泛函 y 称为/在 
h 点的次梯度. 

定理 2.4. 26 若 /:#— R 1 辽凸的.幷作连绾，则 

3/(^0 本 〆. 

证在萃间 ，X R 1 上 t 名察凸堪吓 i (/) 与单点集 {(. X 0f 
/ c ^ d >)}* ^] - y ： j I 在％点连纹，所以叩 i < y ) 有内点（〜，/<>0) +1)， 
幷 a 

{ Oo ，/ O^))}p { epi (/)}° == 〆 . 

应用凸集分离定玴，冇非審七分离 epiCO V 
((%，/(〜)）}•即 fy 

< x * , x 0 > + U ( x 0 ) « r * , x > +ft ( V ( x , t ) € epi (/)). (2,4,33) 
从而有 （令 及 h /(々〉+ s ( vs > o ) w > o , k 证 r ^ o 4 倘若 
不然 ， f = 0, 那末 f ![ (2,4,33) 便心' 

f x 0 - xy ^ ( 

即得 x ^0 m 这便与 （#， D 的非審性矛盾.干足 ^>0. 令4 = 
即锊町(〜)， 


习 题 

2 AA 设 P 是实 线忭空 间#上的次线性泛函 V 求 i 正： 

( 1 ) p (^) = 0； 

(2) p <^ x )>- p ( x )； 

<3) 任意给定在泛上必有实线性泛函/，满足 
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/ Uo ) 以及 / UXpOOC VxEf )• 

2.4.2 设#足由实数列 x = { a n } 全体组成的实线性空间， 

其元素间相等和线性运详部按坐标定义，幷定义 

p ( x ) ^ Ti ^. a n ( Vx = { C £ fl } 

算 >■" 

求证： pOO 总，上的次线性泛函. 

2.4.3 设，是复线性空间， P 姓，上的半模 . \f x Q e^ f 
P (^)^0 4 求 I 存在#上的线彳1:泛雨/满足： 

CO /(^ o ) = li 

C 2> l/OO 1< pO )/ pO ：( jX 

2 A ,4 设#是以空间 ， {〜}Oi = U 2,3 ，…〉是摩 中的点 
列*如果 v / e ，％ 数列 {/(&>} 杯界，求证：{^}作义內有界， 
2.4.5 设，空间，的闭子空间，求证 s 
p(jf, ^o> =s^p {j/(jf)| |/e ，*， ll/ll = u /c^"o> -o ； 

其中 〆 t 妒 0 ) 二 inf j|jf ~^fj. 

^**0 

2.4.(:. 设，足 空间， 给定义 中《个 线性无笑的疋 h 
…八 n 数域 K ： 中的 n 个数 ，…， c n ， 求心 % r 3 fe ^* 
适合1，2,… j )， 以及 ii / km ， 必须扎 仅须 对仟 
意的 a i * a 2 f …， a rtGK ， 有 

2^ fc C fc | < M [2« fc ^|. 

2.4.7 给定空间#屮 n 个线性无关的元桌6/2,… ，“， 
求证： 3八，/*，… ，八 6，％使得 

<fi f x i> = (1 、 J. = 1，2 , … ， n). 

2.4.8 设 f 是线性洁间，求证：为丫 M 适，的极大线性子 
空间， 必须且仅须 dim (，/ M ) = 1. 

2.4,9 设，是 J 5* 空间，中的非沒均衡凸集，/是， 
上的线性泛雨，求证 i * 
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\fW \ R e / (JO ( V 欠 e £)• 

f ^.s 

2.4.10 设龙 是丑 15 空间，，是非空的均衡闭凸集， 
\/ x a ^^\ E M 求证 ： 3 fe ^* Jk ^> 0 t 使得 

1/Cr)|<a<|/(^)1 CV^c£). 

2.4.11 l ^ E t F ^ B * 空间 f 中的两个瓦不相交的非空凸 
第，幷 tt £ 是开的和均 衡的*求砧： 3/6，*，使得 

1/( 欠 ） ]<inf i/oo 丨 （ v：^e 五 〉. 

re 妒 

2.4.12 设空间#中的•个凸集，幷设 
扣， JC 2 = m - x 0 ) + x 0 ( m > 1). 求证： Jf 2 eC . 

2 , 4 . 13 设 M 是苹间 f 中的闭办集，求城： \^ xe ^\ M f 
必彐八^：身^*，满足! [/ill = 1，幷且 

sup ACj /XAC^) -400， 

9 -M 

丼中 d(x) =inf ||^-^L 

^ ihM 

2,4.14 设兄是空间，內的闭凸集，求 ilH : 
inf|[.r -^Jj - sup J /( x ) - sup/{>)"[ C V ^6^>* 

n ZCM f 

i f \ - i 

2.4 J 5 设，是-个 B 窣间， / i ^- RKARHJIoo })^^ 
续的凸泛函幷且 /( 幻丢⑴ • 若定义广：，哀 1 为 

/*(#) = S up {<^^>-/( x >} 

*c Jr 

求证： IHx ^)^ co m 

2.4.16 设，是 5 空间，，是连续的抽象 『」i 
数.又设 △ 表示[>彳]的分割： 

f|AJ!A max {|^ +1 -^[}, 求证：在，中 Y /: 在极限 

0 ^ i ^ n - 1 


126 



Iim 2 

BAP —0 a 

(此极限称为抽象函数作[心上的 Rieman 积分）， 

2.4.17 设貪足 Banach 空间；设 G 是由 C 中的简单闭曲线1 
围成的开区域.如果以在 G 內解析©，且在 G 上连续. 
求证：（推广的 Gauchy 定理） 

J X (^ d 2 = 0. 

2.4,18 求诚： <1) 1引在 R 1 中是凸的； 

(2> 在 x = 0 点的次微分 3 M (0) =[ — 1 J：L 


§5共轭空间•弱收敛*自反空间 


5. I 共抚空间的表示及应用 （ Runge 定理） 

定义夂 5.1 设，足‘个空间，，上的所有连缡线性泛幽 
仝体 （见定义 2 . 1 . 1幻，按范数 

||/|[- |/«| 

3 I f - 1 

构成一个 S 空问，称为#的共辆空间. 

注貪*的完备性直接裉据定理 2.1, i 3: = 


出， 

例 2.5. 2 的共轭空问 （ igpCoo 八设 q 是 p 的共 

轭数，即 





(片 P >])， 


= oo (荇 P = 1), 


我们将〖正： = 


( U ) 


①即 Mz) 在 C? 内每点可微（参看 §2.4.3 第一段八换句话说， Vz 0 ^C r 在才中 
存在极限 


lim 


⑷ - x ( z 0 y 


r o 
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对于根据 H 51 d er 不等式 

」 丄 

|<1: u ⑻ y ( Kuoop 办） * 

是 [(M] 上的 Lebesgue 测度），我们知逍： 

F ff c/)A JVW £?(^)^ CV / e ^^ CO ,!]) (2.5.2) 

定义 r p [ o ， r 」 l 的一个线性连續泛函，幷仃 

U \\\ f , • < H 3) 

L r [： 0 I 1 ] T L f COt l - 

即映射将 L*[ 儿厂庞续地嵌入 P[0 T iy. 

以 Rj 卜:明映务 If 3 足搾蚯（|:上的.这也就足，对给定的 
耍找 个 使得 

FU ) ( \//€以[0，1])， (2,5.4) 

幷 -R W (2,5.5) 

CO* I ； 

对任意的叮测患 E [ 0，1 .] ，令 

v ( E )4 F ( Xe )， 

其中 Xe 芷 f 的特怔 [制数： XeOO ^ K ^ x ^ E) t ZeO ) = 0 ( 当 

xeE ). 

我 (H 验是一个完全可加測度.樂实上，易见^尨有•限可 
加的（由于 F 的可加 性），今设 { S „} cU ( M ]， 满足： 

E … ：) E … 

SO 

以及 五 n = 〆 ， 

_ — 1 

_ * /x' f " 

I 

如)， 

= \\ F \\^ E n ^0 (当 THOO), 

此外，同理可知 P 关于#还是铯对连練的，即由0(£)=0,可以 


126 




h 〉 = o . 

现在应用 Radon - Nikodym 定理，存在可_闲数 3 ，使得对 
任意的可测集 e 行 

vCE ) = J /如* 

从 liii ^<Xe) ^ [ l X E (x^six^dti, 

J 0 

于是对于-切简黾兩数/，都 h 

F (/> = J fOOgO^di 、 

进一沙我 fU 将贤证 叨： 

H 5 |i . <11， I ]， （2.5.6) 

L T [0^ 1J 

因为-.旦 OJ .6) 得 iiK , 我 Hi 即推得 （2.5.4 八 車文 上，因为轿 
黾函数集彺 P =0 d ] 中足稠密的，所以对存在苘 
单函数列 /( P [( M ]). 从而有 

F(f)=limFCf^ f 

■ — CO 

m |j D 「 /<^o-/"oo]soo 办 I 

丄 丄 

抑)”如 ） 1 

, —o (: v ， 一 ）• 

L 1 [0^1] 

亦即 

F ( f ) = lim f 1 f n Mg ( x)dfi = V 
* - ►eo J 0 J 0 

于足 （2.5.4) 得砧. 

以 K 分两祌情形 hH 叨 （2.5 j ). 

Cl ) i < p < oo fc 对 V ^>0， 记 

E t ^{ xeCO f n [[ gW \^ t ], (2.5.7) 

令/ = ;^ 4 10|卜~，便 fr 
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f fV < gdii = Fif 、 

J E t Jo 

1 

cmffi/i ， =fi^n(f 办)、 

L r [Ot 1 J 、 J E _ / 

亦則 

1 

(\ e Nry < ii 厂 ii , 

令 f — oo , 即捋 （2.5 + G 〕， 

(2) p = 1* 这时 q = 对 Ve >0， 令 

AA{^e[o f i]| UW[>I^U + ^}. 

再对 Vf >0， 还按 （2.5.7) 定义 A ， 幷佘/ = X Ei nA si S n a ， 便釭 

ff/|f =/ 《匕 1 ，句， 

£ 1 c y t 1 . 

幷 Ji 有 "(尽 nA)(m -；( ui 办 

J /T J t 

厂 fi " ⑻ nw. 
j a 

令 t — oo ， f 吏得 

^ CA )( jjFj ； + 0< l ^' if ^<^)* 

山此推出 /^( A ) =0，从而 

1^11 . 

L [Or 1 ] 

这就坫 = w 时的 （2.5. G ). 

迂蛄论 （2.3.1) " I 以扩充到▲般的 2 全 " I 加的、^ A 限的 

测度空间，设适一个这怍的测度雄_， ■ 

L^X.Q^y = LHX > Q ff i') (l<p<co). (2J.8) 

例2, 5. 5 (：〔0，1]的北轭空间.设 

' ' ^ ： |'0,1>^0> 5(0) = 0, 、 
i?K[:0,l ]》 卩 gio =^<£ + 0)( V f6 [ 0,l», 「， 

, var( 5 )<oo J 
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其中 varC^) = sup 2 I ，这黾的 II 确界是 对所佇 

的 [0 ，]] 分割 J 

』：0 = (2.5,9) 

来取的，在 fiVT ( M ] h 赋以范數 

l^U = var(^) C V56 ^L0tl]> ? 

那末 Bl /[0 f 1 ] 足 J ? 空问 （ ilE 明留作习题）， 

问頤对 V f eC [0， l ]， V ^ e ^ ro . l ], Stieltjes 积分 

\\ ct ) dg(ty 
J o 

定义为 lim 丼中』足 [m 的分割 

… -」o i = a 

( 见 （ H9)) ， W 

U，4 max \ti-tj^\ t 及 i ； e[£i^i +1 l 1). 

i «； j <* 

从定 2 易见 V £? gsv [ m ]， 它对应着 qoj ] 上的一 个线性连统 


泛雨 

= j 。 P (0 如⑴ _ 


满足 

li/||<( V^(0| = var( 5 ) ^ jj^|| y . 

(2.5.10) 

现汴我们耍 Hi : 明反过来的结论，这也就是说，対任意的 /e 
c [ o,m 必 3 t 々6 sv [ o ， n ， 使得 


<L JVo ^5 <o ( w ec [ o , i ])， 

(2,5.11) 

幷 a 

W^Afh 

(2^.12) 


艿中关键的少骒在 T - 如何由/确定出 3. 事实上，如果允许 P 可 
以取成间断的特征函数， x £ ( o (^ eroa ：^ 那末就 w 

3(. s ) = j ^ (0rS ] < X > dQ ( t ), 

闪此，先把 C [( M ] 看成足 i w [( M ] 的一个闭子空间，应用 Hahk 
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Banach 定玴， 对给定 的 3 ? 6 ， 1]* 使得 

，《…〉=(〕， 




= ll / L 冈为 x ⑷ w gp [ o ， i ]， 所以可以令 

5 (s> =<f ,x fo*ti > ( 0 <S< 1 ), 

3 ( Q ) 二 0. 


C 2.5 J 3) 


以 HiE 明由 （2.5. U ) 定义的 0 eBVTO , l ]， 幷沾合 0,11) 与 
(2.5,12). 

对 [0,1] 的任一分割 A = = 记 


七 ） -gOO ( 七 = o j ， 2,“％n — i)- 


Gi k /o) k (^/ c =t0>5 

(t - 1)， 

L 0 (共它） 

* -1 

^COA 2 八 Xu …… i (0 • 

* - a 


_ - i 卜 l 

21 叫 I = 2 - <J 

*-o i-o 


<m i^i m <i; 卜 h/i, 

L COfIJ 

即得并适合 C 2.5 t 12). 

为了证明 （ m ]) 成立，对 v ^ ec ： o T i ]^ Ve > o , 取分割 
△ 使得 


k ⑴ 一 K 01< 


2\\ri\ 


[ tj ， q +1 ],/ = 0 山 — 1)， 


以及 

(' Htydgity- 2 

J o m 么 


令 
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便得 

|</^>-J Vo^col 

<1</ ，於 >-<?，^>! +1<?, p^>-^ct>^coi 


£j> 


[■St 1] 



2 - 9( h )) 


< Pit ) dgiO ]<- 0 - + + = h 


ms 的任 意性，即得 （2.5 J]X 

总结起来冇 ， a 办⑴是即的一个 

笮距冏抝，換句话说 

C[0 ， l:j*dn(ML (2.5,14) 

注我 n 可川测度或更—般的完 仝叶 加集雨数代特有界变芾 

菡数得到 t 面更为 一般的 定理： 

定理 2_5*4< Rhsz 表示定理）是一个 Haudorff 紧空间， 

则 V / eC (_ AOS 存唯‘的复帆 B 士 eM 涉，即^全4加的集荫 

m ， 迈合 屮1(兄><°°，满足 

</ ^> = [ fim^dfji (Vp€C(AO>_ 

T JM 

应用 作 ^ Hahn-Banach 定珣和 Riesz 表示定理对复变逼近 

论的应用，我们来 m 明卩列颇为深刻的 111111 #定现 • 

定理 2*5.5 ( Runge ) 设！足兒平面 C 上的一个紧子集 ， M 

C « = CU {°°). 乂 设五足 €^\兀十的』十子集，它与 C «\’ 的毎 
_. 个分量 (component) 都相交■若/是反的 一 个邻域內的任意解 
析函数，则必冇有砰南数列八，艿极点郫作 £ 內，使得 h 朴:兀 卜. 
一致收敛到 


133 



证〖正明的办法迠⑴阳 兄上的 连续闽放空间 c ( x ), 幷记 
〃<&£) 为极点在 S 内的秄理函数集在 c (/0 中的闭包.砬然， 

的…个闭线性子空间.闲此，为了证 
只须 UE : 对 VF6C ( J0S 

F (沒 ） = 0 < V P 6取瓦 /) > 今 FO 0 
(见 Hahn - Banach 定理 的推论 2 .4.8>. 然而由 JT 上的完 
全可加的复脩测度 M ( JO 组成（见 Riesz 表尔定理 2.5.4) ， 于足 
我们只须 证： ^ Vf ^ eM ( K) r 

^ffd/t = 0(V ^Jdu = 0* <2.5.15) 

为此，我们需耍如 FM 炖： 

引理2,5_6对¥/^乏拇(^0，苫设 

峨， 

那末对 V /^ X )， 共中 h 迠中心在原点的半径为只的 
eui ), tu 在 c ~ vn : 解祈，还满足 / k«o = o , 

我们暂 时承认 这个引 a . 从们得到 

(/$-)、（％):”！ J k c ^ - w 0 > - - f 1 < v e c \^>, < 2 . ^ j to 

而在点附近它有展开 

— S ^厂， <2.3.17) 

B - K ' 〆 _「0 

丼中 = 办 OO , 进一步如果 " eAf ( ZO 使得 

- 0, C 2.5.18) 

其中 0 是极点在£内的打珂雨数，那末我 f 门有 

A ⑽= 0 (V^eCA^)- (2 t 5J9) 

事实上， v ^ 0 e ^ f 设心 o 0 ) 足巾含％的分由关于万的 
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假设，我们有 

C W \K ^ |J 邮 0 )_ (2.5,20) 

如果％本由（2 4 5.16)与假设（2.5.18),卢在％的各阶导数均 
为0，从而泠在內忸为0 i 如果如0 =内，则由 （2.5.17) 与 
假设 <2.5.18 )， A ^ ^ C ^ o ) 內也饵为 0. 于是由 （ H 20) 即得 
(2.5.19). 

现在我们考察在 JC 的某邻域 G 内解折的任意函数/，对兌存 
在含 TGVt 內的折线 VwVf 山使得 


/⑻ 




从而 l&Fubhii 定煙， 

\j W = 2 2^i £J V fc —H 加办⑺ 

， I r 

= 2] J v = 0， (2,5,21) 

t = 1 ifc 

这足闪为 4 («O = 0 于 yfcCiCV ^ 上. 这样， 我们已从 （2, 5.〗幻推 
川 （2.5.21), 也就是证明了 （2.5. U ), 

引理 2.5. 6的证明 CO 山定义我 f 门存 




1々⑽丨 


Z 


从 ifti 



= j*J B |H| （幻 （川 FuMni 定理 ) 


■ 

C 

JKJ B{x^ P) 


dxdy 
j w ; - 




<2^p[^|<iC)<oo, 





其中 p > R + m & x \ z \ 

■ a 

(2) 泠在 C \ K 解析.这是山于尺紧，所以町以在积分号 F 求 
微商. 

(3) / i 在 { co } 解析， rf ./ i (⑺ ）=0. 这足冈为 K 紧，二 

时，在积分 号下取 极限，便得 — 0，干足 oo 足4去奇点 . | 
第二共轭空间与自反性1^1为 B 空间，的共轭空间还是 
…个丑 空间，所以我们述叶以考虑， * 的北轭空问》记作， 

称为，的第二共辄空间 * 注意到 v ^ e 及％吖以定义 

x (/)=< y » < v/e 产）. <2.5,225 

不难验证：上的-个线性泛函， 滿足： 

(/)l < ll/fl II 

从!还足 ji ; 续的，满记 

m ( ㈤ . （ H 23) 

称映射： r : 为食然映射，（2,5.2;0表明7足，到，〜的迮 

线嵌入.注意: x f 托 #， mx = Tx } y 则打 


T(ax + 办 ）（/) 二 f (ax + ㈣ 

= af ( x ) + JS / Cj /)= aX (/) + ^ YCf ) 

- ( qX + ^ y > (/) = CaTx + ny ') (/) cv / e ^ + >. 

因此， T }£^ ，个线忭叼 + ij , 乂应 ) fj Halm-Banadi 七 a ， ]/€ 

^ + , m'i 

«/ [ 卜 1 ， ll.</^>=[j^lU 

M 锊到 il^jl -^</)<i^lil|/[l = W^L (L5.24) 

朕合 Ci.5.2:0 3(2. 「 >.24) 便知 T 沾等跗的 . 千足俘判： 

定理 2. E .7 丑空问 之与 它的第二共轭空關謇^的‘个闭户 
绝间等距同构. 

洤 < iU , 我们对 x 』；/ X 不加区别，简单骂成， 

定义 2. 5,8 如果少到##的自然映射 T 是满射的，则称， 
是自反的，记 
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由前面的具体 函数空间的共轭空间的例子 可见： 

时，窣间 p ⑴，龙，足自反的；彳 U 是当 P = %时，不是自反 

的 . 

5.2 共耗算子 

共轭算 T 槪念适有穷维空间中矜匿矩陣槪念的推广.-个 
nxm 矩阵 A = ( a i ; ) 可以两成由 K "— K * 的线性 算子： 

m 

^ ^ a ii x 2 ( V J = (h 彳 w r x m ) 6 K ra ，< = 1 ，2,…， n >, 

J-i 

其转置矩阵定 Z 为⑺ X ⑽脾 Ah ⑼,），作 XjK ’— K "* 的线性算 
子； 


(A+^)j = C \/ i ； = 0/ 丄 ， y 2r ,/■ = 1 ， 2,”* ，饥 >_ 

i - l 

怎样把这关系推广到一般的 fl 空间？这耍利用对偶关系.事实 
上，我们有关系式 


» . m 


I* H 


j ■■， * ■■■ -■ 

< t / f Ax > n = 2 (S = 2 

•u \ ^ J 


i - 1 j- 1 




P\y 


这里 

_ 

(Vj= iybVir'Vn 、 ， 

i - ]_ 

^ — ^1 y ^2 T ，之 11) € K *)， 

hi 

<W,X> m = ^tVjXj C\/W^ 

卜 1 


这启发我 n 通过典轭空间來定义典轭兑子* 

定义 2,5. 9 (共轭算子） 设，，夕是空间，算子 T e 
义（浐， 夕）， n-T 一你为 /iT 的共轭算子是指： 

f ( Tx )^( T ^ f ) ix ) CV 7 G 夕*， 
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注 文（萝，夕 >， T * 是唯一存在的，幷且属于义（夕*, 

事实上，对 v / e 夕、令 

g(x ) 二 f (Tx) ( V ^6 

它是线性的， # ii 有界： 

Moowmrnw (、托，）• 

因此 ffe #*, 对应又是线性的， ) E ^ T * t 按定义, 

11^/ jl-JUKFi i/(i (v/e 夕 *)• (2,5.25) 

因此， <2.5.25) 还蕴含 

iwm . (2.5.20 

因此，的哏一 n 显然，事灾上还打 

定理2_5_10 映射 - X - Jhr * 是 到 

内的等距同构， 

证 （ 1 ) I 止对应来：了 hT * 是线性的： 

[ C « iT I + o « 3 r 2 )*/j W = fLCa . T , + a z T 2 )xJ 

4/O 1 〆）—WT + 〜 T ;)/] ⑻ 

< V / GJ^S y « i f a 2 eK ). 

(2) 再证 等距. 已有 （2.5, 20，只要再对 
若7^手0，虫 Hahn - Banach 定理的推论2.4.6，必有 
/ e 夕 5 S 使得 

fCTx )^\\ Tx \ l f ILjf / f | - J . 

从而 |7xff = /crx)-crv)C^) 

<11^/11^ IK IT * |i ||^ iu 

即 mnsn I 

同样对 p 还 j 以再考察它的 jm 算子 cT * re ^ 
注意到倉 幷设 它们的 a 然嵌 
入映射分別为"和那末 

< T ** Ux , f > = < U x ， T * f > 

= < T*f f x > 二 < f t Txy 

^<vTxjy ( v/e v ^ e ^). 
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从而有 T ** Ux = VTx , 即了** ^ T ^ 上的扩张.于是有 
定理2, 5. 11设方，，是炉空间， Te 之 6 T , 那末 

延拓，幷滿足|了**11 = 

PL 

例 2.5. 12 设 （ A 多 #) 是一个测度空间，又设 JCOd ) 是 
O x O 上的 _: 元平方可积附数 s 

ff I 疋 diO :2办(>0如 0/)<™. 

JJOxO 

定义算子 

T ： u ^( Tu^(xy = < Vii 6 

便疗 nn 

(T^vy(xy -f 兀 （ u)roo 如 oo (yveL^CQjiy)^ 

JQ 

这是 N 为 

l T ^l\ 2 =( f 冗 （ wXv) 如 O) 1 2 扣 O) 

jit j 

■ 产产， 

^ 1 凡 diOl 2 办 oo 办（夕） MJ 2 

^ ^ ^ O y O 」 

CV^6^<Q^)), 

艽中 fH 表示上的范数；以及 
<,T^v f u> = <l_ ， TV> 

= M f 办 （. v ) pW 如 0> 

J OljQ 」 

r r 

^2 K (x ， AuQOvCxydp(X)dfi(y} 

^ J O^Q 
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连理由①泣因为 

f* 4 * 

I 凡 <XiO|[wOO 卟 OO I 办 00 如（友） 

JJQ^G 

SMI w(J"J" o 0 ! 瓦 0 ，： 5^ 2 办 00 如 0/)) ^< 如， 

所以可以应用 Fubini 定理. 1 

我们再来考察卷积算子和它的共轭算子. 

例2, 5. 13设尤00足 R 1 」: 的 P 函数，考察 L’Q^)( i < 
P<w) 上的卷积算 IS 

( X ^/)( x ) a (" K (_ x ^ ^ f { i /-) dt/ t 

J - « 

幷求其共轭，酋先证叨足 PCR 1 ) 到自身的有界线性算子. 
为此我们需耍如 K 

引理 2,5. 14 (Young 不 等式〉 

凡 euoi 1 〉， 则- 

i \^^ fh ^ mi \\ fh , (2.5.27) 


共中 I 卜 b 表示的范数 

证当 l<P<oo 时.由 Holder 不等式， 

1 Kix^yyf(pydp [K{x^py | + [KCx-y) {^{fiy) [dj/ 

J -- -Dfl J -- DC 

<(r pd 川/001’#)+， 

\j - » / \j — j » / 



•-xp r <^ f 

f ^fiy'ydy dx 

J — » J — « 
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^|J A JJ' ? ; I KCx - L y> I 1/(^) I ^di/dx 

i J — mj - =» 

= ik ir ii / i ; w 】. 

i 


由 Fubini 定玴，■存在行限，而 [[■ (2,5.27) 成 

= l 成 co 时.不等式 (2.5,27) 迠显然的 * | 

现在我 〖 N 来求夂*的北轭算子的表示.若记 (，- x) r 
则由 Fubini 定理，我们行 


I ： 




gMdx 


/00 


J ： 


K(_x — 咖⑻ dx 


<h 


(it ^ 5>( i />/< y )^^. 


山此吋见 * 的屮轭算子 r * =尤 * • 

注以上考虑的 K : 轭空间和共轭兑子都是往实数域上的 - U : 
轭.打用 k 数域， w \ n ^ ^ 函数 s 对应茜 y 空问上的一个反 
线忤连级泛函： 

Pg(D = 13^. 

J a 

达对的复, M : 轭算子为 

5,3 弱收敛及*弱收敛 

泛函分折耍硏究无穷 m 空间的算子与 泛函. 而有穷维 
Banach 空间弓无穷维 Banach 空间的根木 H 別之布行穷维 

空间中，任虛有界点列必冇收敛子列，但在无穷维空间中不具备 
这条性质（见推论 1.4.30). 为/使行些初穷维空间具备的性质 
能够过渡到无穷维空间中去，我们31进弱收敛与并弱收敛的 概念. 


m 


本节定 5.28 H 5. 29给出 fr 弱收敛 : a * 弱收敛意义 下， Kii!t 

某本性质在无穷维空 N 中的淮广* 

定义2,5,15设 ， A 1个乃*岱 M , {、}「二 裏， 称 
{^}弱收敛到 y ，id ir - 足指 ： my vfe ^* 

lim /( x n ) = fOO . 

H - fc-oo 

这时 r 祢作点列 { 、 } 的弱吸限. 

注1 4区别起 「; i ， 今 d 〖 N 称％—八按范数收敛 ） 为^强 

收敛到 JC ， 成 AT 足{、}的强汲跟. 

迂2 若 dim f < 00 ，则码收敛 y 强收乃，0价的.車灾 
上，没…坫#的 H 堪，#设 

\ 二 Oi + P …十 ^e m (n n -.)， 

w \ + … - i-m 

取 /ie 煮 = •〜 m )， 使得//~) = SijO.i = H …， m ) (见 

习题2.«1.7 >，便心 

fi ( x n y ^^ Lj f t w =^ 0 = 1 , 2 , 

今洽、则 f ! lim /(\) =/( x ) (V /€#*)， 从而也柯 

H -+«■ 

lim / 〆 、） = f iOO 0 = ]，2, … ， m 〉， 

n - tvr 

即 =^ 0) (i = 1 ，2 .… 

■ 一， 》 

換 fiji £ 说就总按 艿坐标 收敛 r X , U 1 H 来，若％按其坐标收 
敛 f - x ， 那 vk (见定理 L 4. is >， 山如下命题便推山 

命理 2.5. 16弱极阪苦存作必唯….强极限若存枉必是弱极 

限. 

证 C 1 ) 若冇 x n ^ x f x ^ y 9 由定义推伢 

/O) =Iim/(jf n ) 二 /(y) c v/e^*). 

利用 1^1|11-；811^<;11定理推1企2.4.5，即得 x = 

(2 ) 打〜 mv / e ^ ^ 

I /(〜）一 /(^) 1 ^11/ II ll x n ^ If - ( n — qo )， 
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即得故 I 

it 

m 反过来，当 dim #=^ o 时，弱极限存作却未必冇强极限. 
例 2.5 J 7 在 i 2 [0， l ] 中,设、=、（0 抓/，则根据 

Riemann-Lebesgue 定理，显_然有 

〈八 〜 >=f /CO^in n^: tdt^O ( V/eD[ 0 ， l])_ 


即但144=1/ 〆 2，不可能有、 

这表明弱收敛确实足与强收敛不同.然而反过来，若 〜 
我们却可以找到 {〜} 的凸组合序列，使其强收敛到这就是 
定理2,5 J 8( Mazur ) 设史 是一个 3* 空间， h --%， 则 

H 

V ^>0 S ^ Ai >0 (£ = 1，2广.^)，5}心 = 1 ，使得 

* -1 

卜-矣 心 

证设则 M 迠貪 中的一个闭而集.倘若 
心百兄，应用八的<^定理<见推论2.4.：16)，3/6，*及0 61^,使# 

/( xycacf ( x Q y C v ^ eAO . 

从而 / Cr „)< a </{^) C V « eN ). 

这与矛盾 . I 

又旣然身^也是一个丑空间，在上自然也有两种收敛性： 
强收敛与弱收敛， 所谓 弱收敛是指对义#都有 

有时候为了不涉及 f * 5 * 而是考 察义， 再引入 
定义 2.5.19 设，是 空间， {/*} Cf *， fe ^*. 称 A 
*弱收敛到/，记作是指：对于 v re 义，都有 

1 W B W -/ W . 这时/称作泛函序列 {/„} 的*弱极限. 

ft —40 

我们已经指出过： f 可以连续地嵌入免**，或者说 yc 


143 



貪#， 因此 貪* 上的弱收敛蕴含， * 上的 * 弱收敛 r 而且弓亨是 

一个自反空间时，*弱收敛与弱收敛等价. 

现在把 Banach - Steinhaus 定理应川到下列特殊情肜有 
定理 2.5. 20设泛是一个 B 空问，又没工6 身％ 
则为了、必须月.仅须 

(1) Pnl # 界； 

(2) 对貪*中的一个稠密子集上的-切/都有 

lim /( r tt ) =/0乂 

■ -T « 

证只须把 h 看成是貪*上的有界线性 泛函： 

( v/e 貪年）， 

应用 Banach - Steinhau 3 定理（:见定理2, 3.16) 即得纟5论. 

定理 2. 5,21 设貪是一个空间，又设 
贝1|为了必须且仅须 

o ) il/ n fl 冇界； 

C 2) 对#中的一个稠密子集 M 上的一切1都有 

lim 八 （ x ) =/00. 

酪 — « 

证氺定理直接是 Banaeli - Steinliaus 定理的特殊情形，| 
类似于线性连续迗函序列，对孓线性连续算子序列， { T n } 
C ： 夕 OT , 夕），其中免，夕是^我们也考察备种收敛性， 
定义2,5_22设#，，是如空间 • 又设 = …）， 

(1) 若 Ih - 了（—0, M 称—致收敛于了，记作7\=^了， 
这时了称作{7\}的一致极限. 

⑵若 jl ( r , — r ： u ; 卜 wre 貪），则称？\强收敛于 A 
记作 7\— T . 这时 r 称作 {7\ J 的强极限. 

C 3) 如果对 PVX 6 貪， 以及 v / e 夕* 都肓 

lim f ( T n xy =/ CTjc ), 

jt -H « 
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则称了 《弱 收效于记作'二这时了称作 { r 1 »} 的弱 极限. 

显然，一致收敛今强收敛今弱收敛，而 y . 毎仲极限荇存在必 
是唯一的.但反过来都不对， 

例 2.5. 23 ( 强收敛而不一致收敛）在空间 F 上考察左推移 

算子 

T ： JC = ，欠 2 ，…，… ）hVTjC =( 丈 2 … ， Xfl ，…） * 


令便有 

T n x = Cx n 4 lf x n+2f ^-) ( Vr 二 〆 !》，…） 

下而我们证明：^ n -^0» 但力 ()• 事实上，若取 

e„ - (0,0 ， … ， 0 山 0 ，》)， 

K _- - * 


那末 7Vn +1 =〜 #Rlhn!f = KVneN), mt 

ll'MA (〜七 ）1 =丄， 

从而 7\ tio * 何是对 V x = (h Ja ，”. ，、，…有 

ii ^ i = ( Si ^ i 2 ) o 〜)， 

即 

例 2.5.24 ( 弱收敛而不强收敛）在空间 P 上考察右推移算 


子 

S ： X = 0 ^，父 2 ,… f X n —^\ r ^ Sx = ( 0 ，父 1 ，文 3 ,… 〆 《，■_〉• 

^ s n ^ s % 便有 

^ = (0 ，()，•_■ ，。彳 卜〜，… ：） < v ^ e ^). 

•s __〆 

fc y 

a 

M 然， tf ^ l ! = 从而 但是对于 v /= Oi , 

h ， … ， yft, … = miti 

I }^n x y I = j » f+n x i 

<( SUi +*] £ ) WKO c ?4 n — oo >， 

、 i-i y 


即有心 dO 
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i 弱緊性 与 * 弱紧性 

引进弱收敛及收敛的 U 的之。足可以从对界性导出某种 
紧性，如称集乂是弱列緊的，是指 A 中的任意点列有一个弱收敛 
子列.又如称 A 是*弱列紧的，是指 A 中的任意点列有一个 ■^弱 
收敛的子列. 

VlTu- -个定瑰足非常容易看出来的， 

定理 2 , 5 . 25 设，是可分的 Baaacl： 空间，那末及^上的任意 
有界列 {/»} 必有*弱收敛的子列. 

证因为，可分，所以义有可数的稠密子集{々《}.因为 {/«} 
有界，所以数集 

对每一个岡定的 m 是有界的.用对角线法则 W 以柚出 子列 
使得对干 VmeN ， 

{〈/|*1 ， i - 1 

是收敛数列. mh{、J 在，中稠密，以及 {/d 有界，可见对干 

vxe 

是收敛数列.记 FCOAlim</ r >. 易见 F 是线性的，幷且 

t # * 

IFOO ! <sup |/ n j|f|^jj ( V Y e 

售 

从而有使# 

</,x> = F(x) = lim </„ x> C V^e^>. 

即得八 =/• I 

* 

为了避免可分性，我们利用空间的自反性假设导出*弱列紧 
性（此时*弱列紧 g 犸列紧是等价的）.先证 

定理 2 . 5 , 26 (Banach) 设足是丑*空间.若#的共轭空间龙 * 

是可分的，则，本身必是可分的. 
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证 CD 考沒的球而 mi 
指出： 辽町 分的.事 实上， 分， 3 {/™} c，S 使得 
v / e ^ T ? z ) 使衍 

= /• 

t — 吻 

今令 “ AA/llAJK 妨设 f ^ PA ， 便 IV 


\\f ^ 9 n k Il ' Clf / - f n k U + ff / n t - 9 n k \\ 

=If / - /n 4 I + j 1 - II/« t II I (X—oo)- 

由此河见 ST 仃可鉍的砌密子堪{如}. 

00对丁 -# 个〜，因为二1，所以 n ] ■以选取 Ae ，， 使 
得 

If 叉 nf = I ，/V il , Pn ( x n ) 会■圣 • 


记 sp ^{^} 5 圮姐然足 W 分的 O rt 的饤 理系数的线性组合 
在^。中稠〉， 

(3) 证明#。=及\惝打不然，存在 々 e ， Vr & ， 不妨设 
IM = 1， J 9 Hah n - Banach ^^2 t 4 . 7, ]/ a G 袁*，使得 
\\ I 4 ^U 从 rfli / 0 6ST，# hf./ 0 W - O ( V ^ e ^ o ). 

对 此八我 们甸 

\ f/n - /o I = SU P I 如 W_/o( X )i 

1*1=1 

>j5tt(^n)-/o(^n)l = 丨如 (') 丨 > + , 


这 ybd 往 M 中稠相矛盾，即得，=#。， 伙而 ，足可分的. 

定理 2,5,27( Pettis ) 自反空间貪的闭子空间，<> 必是自反 
空间. 

证 要证： 若则必％也就 是要证 ： ] 工 
6^0,使得 

<^ o ,/ o >-</ o ^> CV / oe ^；), (2,5.28) 
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今对 V / e #' 苎察/作，0上的限制 = 「MA 

\\ fo\KWfh 

所以 j ' A 1 ： 又# AU ， 因此 

3托賞 ，使得 

<^ J > = < f ^> < v / e . (2九29) 

今 ilF . 此 X 6 3%,倘控 f 、 H 山 Hahn Banach 定理推说（见定理 

H 7)，3/ e^s um 

/(^ o ) -0, K < f 7 ^> - 1 ; 

从沉 Tf = o . m 这出〗!汐沿： 

0 - <^ o / ff > = <? W > 二〈尨力 =</, y > = 丨 ， 

这就 hi : 咧丫 3欠€及％，使辟 （ H 29) 戍立，现在耍 以:此 x 还适合 

<2,5.28), 車％ 1:, VA € 由 Hahn-BanacvK 定砰，存汗 

/ e ^\ mm - Tf , Mf (_ i 邛 m 

> 

* / o 〉 =〈之 o - 『/〉=〈之">， 

以及 」 < h ， xxf ， x > ( v ^ e ^ o )* 

由此讨虬，适合 （2.5.29) 的 X 必适 ☆( X 5.28), 

定理 2.5.28 CEberUin - niMyjiirH > 白反空闽的单位（闭>球是 

弱（自 >列紧的. 

证 （!） 孜 frmi ! f : ; ⑴乂斟 ni # 中的任何 a 界点列 {〜} 必 
有-个在，中 w 收敛的 /- 列.令 

^ 0 Z ^ span { r tt } # 

根据前■定理，所以， olli 足反的.又 m 然方0造 
可分的，这表叫 （# D * 畦邱分的.再由定理2 . 5 . 2也足可 
分的_若记{“}为， r 中的元列，它适合 

<9 nJ >^< f ^ n > ( V / e ^ o > ? (2.5,30； 

则 { liffnl !} 有界.设足，3中的可数稠密子集，用对角线法 
贝 y ， 在 {〜} 中可以柚出一子列 {〜，} 及 3 ff e / r ， 使得 

Iim <^ /> -<£?,/> CV / eMS >, (2.5.31) 

♦ 4 D 
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再依定理 2.5,21，（2.5,31) 蕴含 

( V / e ^；)* (2,5.32) 

* 一 * 

还由， 0 的穴反性， 3%ef 0 适合 

<ffj>^<f t x,y (V/6^o>* (2.5,33) 

联合 <2.5.30)，（2.5.32) 与（2.5.33)，便得到 
] im < f 3 x n y = HmO /> 

公 * jt —* * 

- </^o> (V/e^S>. (^,5,34) 

进*步付\/76尸*， M / 厶 77 为了作 h 的限制.闲乂 i ( L 4 } 
ct ^%, 及依 d ) ■: u ) 便 rr 

lim </,欠 > = lim</，x > 

* +其 * 4 — 马 R 

=</,^>-<?^0> (v7e^ + >. 

即于是，中的任总 yt 界 m 呈弱列紧集，特别足单位 
球逄弱列紧的.同样，单位 m 球也泛弱列紧的. 

C 2) 证明箏位闲球是弱 B 列紧的. HhJx n J 
<1. 出 Hahn - Banach 定理的推沦 2. 4,6, E 尤*适 h 

f (〜）= j 卜。 II ， £1- II / If ~ l * 

因此，我 fl'Jfi 

El ^ al ! =/(^ o > )<^| j /|| 3 upjl ^ j |< l # 

* *>1 * 

即 h 也在 黾位闭 球内，从 rfii 黾位闭球是弱也列紧的. 

定理 2.5.2S(Alao 9 lu> 设，足 B* 空问， 则龙 * 中的单位球 
是*弱紧的. 

证请参着下册 第五卓 . I 

应用 P[0, 2 n](l<P<M) 函敉的 Fourier 级数的刻划 . 

设/€"[0,2幻，我们称 

〜全 fOOe_ … dx (n = 0, 士 ： U 土 2 ,…）， 

为 / 的 Fourier 系数；幷称级数 
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2 W (2.5 , ⑸ 


为 / 的 Fouriei : 级数. 幻时， 这级數在 P [0， M ] 空冏 

上收敛（见例 I .叭 26), —般朿说，对」1[0,2：0中的/，级数 
(3.5,35) 未必收敛.通常我们考察 「列 Ceuro 和（兑术平均和久 

5 fc (/)( x ) 

* - o 

- S c ^~^,\y iX (2.5.36) 

ft -•■ — n. 


其屮 A (/)( x ) g 工〜以％通过初等计算，竹 

聋—— 4 


其中 


卩 nCOO ) = 


\ -少 HV ， 

J & 




2 Ji 



e lfc * 


2 ^Cn + 1) 


sin(n + 1) y 


sin - 


x 


2 


称为 Fejer 核.利用/^的非负性，以及 





勃 - 岛 r 



dx = 


按 Yornig 不等式（见引理2,5.14)，对 V /6 l ’[0,2^( l € P < w ), 
有 

\WnOn 

i P £ r ^ 

由此可见，则其 Ce 3 a r 0 部分和的 P 模是一致有界的， 
现在我们要证叨反过来的结论，这就是 

定理 2.5. 30若 ㈤ ，乂若级数 （2,5.35) 的 Ceaan > 部分 
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和 （2.5.36〉 的 P 模是一致有界的，即 

su Pll a J ,<°°* (2.5.37) 

L r 

那末必存在使得、是/的 Fourier 级数的 Cemro 部 
分和. 

证注意到 P 『 o ,2 N rLuojM % y +^ r-U 而 P [ o , 

231] 是可分的，由条件 （2.5.37) 应用定理 2.5. 25，可见存在/ 6 
P [0,24 及子列{叫}，使得 

# 一 lim a < x ) =/( x ) (在 P [0 ,扣]中）. 

■ 

因为 0 * 6 以[ 0,24 0 = 0,土1，士2，...>，所以 

七(卜 

i. 

即得 qOO 是/的 Fourier 级数的 Cesaro 部分和 6(/)0), 

习 埋 


2.5,1 求证： ( i < p <^, y + y = i )- 
2.5.2 设 C 是收敛数列的全体，賦以范数 

I * h {r fc }ec^su P |r fr [ s 

*>L 

求仏 C *^ t \ 

2.5.3 设 C。 是以 0 为极限的数列全体，赋以范数 

I * U ： {^}ec^9upir fc |, 

求证 t cn 

2.5.4 求证： 冇限维空间必是自反的. 

2.5.5 求证： J9 空 间是自 反的，当且仅当它的共轭空间是 
自反的. 
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2. G . IS 设#是空!了泛从# 到， “的自然映射，求 
证： 只（了')闭的充分且必要条伴是妒完备. 

2.5.7 在 P 中定义算子 

T ： r X n, "*) l -^ Ca,^i ,〜，*+*，、".■)， 

求 iiL TezCi 1 ) 幷求 

2 . 5.8 在 P 中定义算 f 

T ： (x“x a ， …，^ y ，-* y^y …)， 

求 1 幷求 

2.5.9 设 H 是 Hilbert 窄_， A & 父（付）幷满足 

(Ar,.0 = ix^Ap') (V'ye^O ， 

求 ( I > A * 二 A ; 

(2) 打/?(乂）在 J 7 中稠密，则々程 = 对 Vie /?( A ) 存■在 
唯 

2.5.10 设义，，足 S 电空间 ， 又设 A — 1 存 
在汁乂一 _G 2( 夕，牙）， 求砧： 

0 ) 在， ru ^)- l e ^ c ^ f ^ y ^ 

⑵ （ a *) - 1 = (A- 1 )' 

2.5.11 设#，，，哀是以空间，而以及 
义（，，，），求证： CABy = MA ' 

2.5.12 设夕是 B 空间， T 是％到 j 的线性算子，又设 
对 vse 夕 5 s s 〔7 X ) 是兌上的线性有界氐函，求证 F 适连 续的* 

2.5.13 设 { x n } cCl > 夕]， xeC [ a f b ] _ B . x n ^ x , 求 证： 

\ imx n {0 < V * e [心&])(点点收敛>, 

■ s . 40 

2,5.14 巳细作5*空 间中〜 二〜， 求 UH : 

Um \\ x n ]\>\\ x 0 h 

2.5.15 设 H 是 Hilbert 空间，切„)是付 的正交 规范媸，求 
ilEi 在 H 屮 h 二 x a 的充分且必要条 件足： 
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O ) 界 * 

( 2 ) (〜八）—（ ㈠ °°)(& = 1,2, …）， 

2.5.16 设 7\ 是空间 L "( R l ) Cl<P< ⑺）到自身的平移算 


(7»0 O = w(jc 十 n ) ( yueL r CR l ))Cn = i ，2，..：>， 

求证：但 Uwll P = IMWVue / AR 1 )), 

2.5.17 1 是1’01 1 )(1<0<00)到自身的算子 ： 

O ) (! x |< n)s 
< jxl > n >, 

其中 《6 i 7 ar > 是任意的， 求证： 强收敛于恒同算子 / 
-致收敛到 I . 


(心）00 


4 


但不 


2*5 J 8 设//是 Hilbert 空间，在 H 中^11 
求证： 0心〜）— 0^妁>, 

2.5.19 设{~}足 HilheTt 空闽 H 中的十 :交规范集，求 证：在 

2.5.20 设丹是 Hilbert ^ 问，求证：在只中、 —h 的充分几 
必要条件足： 

0) M — (2) 

2.5.21 求沾： 在丹 反的爷间屮， 集 合的弱列紧性与有 
界性足等价的. 

23.22 求证： #空间中的闭凸集是弱闭的，即若 M 是闭 
ft 集， {^JczA/，FI x n ^ x 0f 则 AG A/. 

2.5.2；^ 设#是白反的 B 空间，从是，中的有界闭凸集， 
v / e ^* ? 求疝：/在 M . h 达到最大値和最小値. 


2.5,24 设萝足自反的5空间，从足 f 中的非空闭凸集， 
求证： 3x 0 eM, 使得 llWf =inf{b||ljc6A0, 


§6线性算子的请 

线性代数川较大篇幅硏究矩阵的本 M#:, 在微分"程和积分 


153 



方程理论中也着重付论了本征値问题，这种硏究有两//面的電衷 
性： 

(1) 直接来0物理学写工程的需要.例如求振动的频率、判 
定系统的稳定性等都涉及相砹算子的本怔値或本怔値的分布，在 
最子力学里，能景算符足 D 空问上的-个伴算子，其本征値对 
应着该系统朿缚态的能级.特別地，光谱就是某个算子的本征値 
的分布， 

C 2) 通过本征馗或者更--般的谱的硏究来 r 解算子本身的结 
构， m 而用以到划相应方程的解的构造.例如，通过矩阵的本征 
値， 我们可以刻划这矩阵的+变子空间、写出它的标准形，幷且 
彻底弄淸楚相应齐次或非齐次方程解的结构. 

6 . 1 定义与例 

现在我们在维数> 1的复 Banach 空冏7上，考察线性算子 
A : 匚，—穿. 仿照矩阵， Aec 称为是乂的本征值，是指 

彐 ％ e 适合： 

Ax 0 = Ax 0 ^ XX - A w 

幷称相应的心为对应子 A 的本往元. 

从线性代数知迠，当时，只冇两种可能 
性： 

(1) 或者^是本征値； 

(2) 或者 （ W - A 〉- 1 作为矩阵存在， HP ( A /- A )~ ie ^<^>. 
定义 2*6.1 设泛 7 艮空间 ， A : DCAJC 尤是闭线性 

算子，称集合 

p(A>^{Aeci<A/- a )- 1 e^^)} 

为乂的预 解集， KA ) 中的 A 称为 Z 的正則值. 

m 定义，在 dim 泛 < oo 的情形下， v ^ ec , 它或是 a 的本 
征値，或是正则値，二者必居其-. 

但当 dim 泛 = 时，情况就复杂多 /. 从逻辑上分，有如下 
几种情形： 
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a ) a / 一 a 广 1 小存仵 _ 这相 3 t ， 又坫氺征 他：； 

⑵ CU-Am， a ^ J?<A/-A)： nCAJ ^- A)D(A ) 
-灵，这相 a 干又足正则肮 ( Banach ^ r ^. ^ hA 

ay QJ - Ay ^ \\\； Ri ?. I~AY 

对 f 这部分丨我们 称之为 j 的连续谓. 

CO ( AJ - Z )- 1 存在，込部分义称之 
为 A 的利余谱 4 

iiia < iAyZ ：， C \ P < iA ) t 幷称 tr ( A ) X ; A 的谱某.^(朽屮的点称 
为 Z 的谱点，甸应于（1)屮的那邰分义的 mO 记作 hM )， 称 
为4的点谱. A 的连续谱记作心 U >， A 的剩余谱 W 作心 （ A ). 
闪 此有： 

0■⑷ = a v iA ) \ Jo c iA ) \ Ja r ( A ) 9 
以 F 举例说明，珥&!!!# = oo 吋，上述备沖类型的谱郞可能 
出现. 

例2_6_2设少=乙 2 [( M:，A : «<0^~ 共中 

d(a) = {uecm(o) =«(i) ，（ o 〕 =« ，（ 1 )}， 

则 A 是闭线性算子，见 

<^(A) =(T P (A) = {(2nit) 2 lti = 0 ， 1,2,…}. 

ii 一方面，我 n 有 

- ^{co° 2nnt \ = (2nit >'{cos 2n7tt \ (…， 1，2 ，…) • 


另-力面，当/羊 （2 mc ) 2 时，力锃 


有唯一解: 


(- 基 -+(0 =/ ⑴ 


s 


C n 


( 2 ” Jt ) 2 — A 


e 


2 « 


其中 
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+难 验地： 井且 

m 2 - STct^^u 2 '-S \Cn\^Mim\ 

例 2,6.3 设， = CL ( M ]，^ : uin^t • «(0. 这是一个有 
界线性算子， 

t 7( A ) - a r CA >-[ o , lJ . 

证 V ^^ T .0,1], 乘法算子（2-£)— , 恐布界线性算子，满 
足： 

iftiv ^ e [ o , i ], 方程 

^ , 

(A - t ) u (0 = 0 

n 有 o 解， wco^tKv^coaj ), 幷且为 r L^^a/- a ) 必须 
I'W-Ot 从而 i 石飞 (A/-XJ. 这就 i 正 明了： 

[O.lJC-a^Aycia (: A)(^[0 t lJ 9 

即得结论. 

例 2. S .4 设， = P [0, l]，A : u <o ^ CO , 则 4 是界线 
性兑子，幷且 


证和上例类似，仅冇的差别在干对的刻划.现 
在， 因为 的拓扑不同，从而闭包是不同的 .事 
实上，一方面仍有 ieK ( u - A ) f 这适因为 （ A - t 广 1 eP [ o , i 孓 
另-方面，注意到中的函数在 £ = a 的任一个小邻域外 
吋以足任意的函数，从而 = 
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6*2 定理 

现在我们来硏究谱集 •当 dim i r<oo ^ J ', 我 们 知道 
cr ( A )^ 〆 ， 这娃因为短阵的本征値就是本征多项式 

det (A J — A) = 0 

的根，利用代数基本定理，本征攸总是存在的 • 但是这个方法不 
能直接推广到无穷维空间.洩们只好退-歩看，多项式根的存在 
性 _ nT 以用齠析函数的 Li 立 uville 定理 得证.现在我们也将设法利用 

解折性. ^ 

定义 2- G .5 算 子腌函 数只; 1(4): P (乂 (身 0定义为 

^(AI - A )- 1 CV^ep(A)). 

称为 A 的预解式. 

我们要想 证明： 

Cl ) P < A ) 是开集； 

(2) ^ p(A) 內的算子値解析函数（定义见习题 

2 . 4 . 17 > # 

为证（1)，盂耍 

引理 2 . e.e 没了 e 文 （免 则 a - nde 义 cr ), 

幷乩 

证这是压缩映象定理的 推论. 事实上， 

3\ xe ^, 使得 r 是•5^会夕+ 7^的不动点，幷且 
I « I < MIUII . 如今 

||5x — = j|T^-Tjf^||<||T|| \\x^x f l i^x,x f e^ 9 
即 s 是压缩映象 _ 从而有唯-4 = 5^=夕+ 了1幷且 

注窄实上，我们有 
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即当 IH <1 时, 


(2人2) 




( /一7)〜 （ H 3) 

卜 o 

后者称为 Neiiman 级改.本引 埋亦可 茂接通过公式 （2.6.2) 与 
(2.6.3) 来验证. 

推论 2 . 6.7 设 Z 楚闭线性算 子， 则 PC 4) 是幵集. 

证设弋 ep ( z )， 则 


A I — A — A 0 ^/ - f - ( A 0 / — _/ l ) 

= — [j + —(乂- a ) -1 〕* 

当 1 A - A u f <| j ( A 。/- yO _ m ， 

召4[/ + (A — ( A u /- A )- 1 ] - 1 e 之（，>， 

从而 （W - A ) _1 = f 夂 （#), (2.6.4) 

即得 A 6 P ( A ), J 

以下考虑对 KA ) 求导. 

引理 2.6.8 (:第一预解公式）设 A ，/ xeP ( A )， 则有 

J ? A (.4) -尺 〆 /) : (^- A ) J ?,< A ) J ? >( (： A ). ( H 5) 

证赶接计算， 

(A/ - A )- 1 =- (JJ 一 A)-^(^I ~ AyOiI - y\)-^ 

= (A/ — A)^ l {Qi 一 叉 ）/ + 儿 / _ A)Qxf - A) -1 
= O - A>(A/ - - A) 一 1 + (^i/ - A) _1 . 

定理 2.6. 9预解式在 P ( A ) 內足算子値解析函数. 

证 C ) 先 i 正及 A (/) 连续.设 A c ep (2)， 由 （2.6.4) 及 

(2-6.D , mnn ' 

II 乂（句 [! IHKh (又- A ) IM))- 1 II 
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再按第一预解公式，便得 

K 心⑷ — R, a (Ay |!< 1 “ 儿。 [ l\R x {Ay\\ \\R^An 
^2 PI ^ - A 0 1 — ►o ( 又 — 又 o)* 

(2) 再证<微性 4 又砬用第一 预解 公式， 


lim 


A — A n 


X 


A 


U>/^ 0 <A) ^ -R u (Ay 


现在来证谱点的存在性定珂. 

定理 2. S . 10设线忡饤界算: fS 则 c ( A ) 妾 〆 . 

证 用反证 法.倘若 P ( A )= C ， 那末尺 A 在 C 上解析，幷 
iUfi (2. fi .2) 式， -^ iA !> if ^! i ^, rr 

~r 

A: … (2.6,5) 

* - D 

以反 

尺 a ⑻: ‘| A| 」m C 2.6.7) 

因此，在复平曲上适甘界的. 

为了导出矛后，对义 （，广 ，考察（数値>解析函数 




阂为它在全平面足打界的解析函数，按 LiouviUe 定理 t 力 < A ) 是 
仅依赖于）^的常値函数（与 A 无哭），冉 mHalrn - Banach 定理推 
论2.4.5, 是与 A 无戈的常値算子.依笫一预解公式，这 

显然是不可能的 . I 

以卜转向估计谱集的范围* 

利用等式 （2.6.6) 以及估计式（ 2 . 6.7) 可见 tr ( A > 包含在闭球 
内.再联合推论 2 , 6. 7与定理 2.6.10 吋见 a ( A ) 足一个 

弗空紧集. 

定义 2. S . 11设 Aey (#)， 称数 

^ ff ( A )^ sup { ] Af f 
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为 A 的谱半径. 

中定义， K 然打 r / AXlAU . 我心 想得到更精确的估计 
利用淬式 （ US) 以及 Cauchy-Hadamard 收敛肀径公式可见， 

|Al>lim|A*fJ^- 

时，由此可见 

r,(A)< TTmjf^-p\ <X6,a) 

fl _» ft 

我 fn 将指 m (2. G .8) 沾 r ff ( A ) 的汲佳佔计， iL ^ A ~( A > •将 
h\ [: 

Hm | A ^[| - ^ a , tZ . H . O ) 

，一 ■ » 

为此任取 / 6/(#)*， 作复兩饭 

W 然〜（又）作 U 解析.乂内为 Uj ( A M ]* Laurenl 展开式 

又 )= 2 X^n / C^")j 
■ ' 0 

利用解祈雨数 Lau ^ nt 展开式与收敛半径的关系，吋见 ve > i )， 
级数 

S("aTs^ V f/CA，>l <C °- 

从而有 

| U … )1 cv /£^(^*» 

有界，应用共鸣定理， 灯常数 兄>0，使得 

_ (^ yd A id 

从而 
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Hm || A + 

再的任虛性，即得（ 2 . 6 .9乂眹合（2.6. 8 )与（2.6.9)得 

r tf (X)= lim ||A"|i^ (2.6,10) 

* — * 

进一步 H ，（2. L 1 C ) 中的上极限符 G “ ITS ” ，能否用极限符号 

“ lim ” 代替呢？是可以的_事实上，对于 VAGC ， 我们有 

A •二 (AJ - A)P, (A) = P x (A) (Af - A) , 

H 

X : 中 

J-l 

T - 是从 A _ e />( A *) 呌推 MlZep ( A ). 这丧明 VAGt /( A > 蕴含 

从 rfiHr 

IA-|<|fA-jj s 即得 1A1 <lim A1 

* —T 9 * 

因此 i 

f ^(,4 )<nm [| A ，||+， C 2. fi ， ⑴ 

* cn 

联合 （2.6..10) 与 （2. K . U ) 便知 

limim : 

存在， 0. 等 l 、（ A ). 总结 起来， 背 

定理 2, G _12( r < wii 4 aiwO 设方是万空 N ，义 CD ， 那米 

r tf (A) = lim||A"|]7. 

H -» 4 

>t 定理 2. G .1 UjH 〗 2 的纟々沦可以推广刊一般的以仙心代 
数上去，请参看 K 册第五章_ I 

扱后，作为-个例+，我们考察谱菜_ 

例 2.6.13 仵空间 Rh ， 考察右推移算+ 

A : x = ( u 2r ... t x lt x if — Jw)* 

我们将 I正： 
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(7史（乂 ） - 

〜 M) ={Agc||AI = I}- 

〜 OP 6 Cj | Aj < i }. 

证由于 || AJ } = 1， 可见 a ( A ) 包含在单位 圆内. 我们分两种 
情形 i 寸论： 

(】） l ^ l<U 将证： R ^ l - A ) = { z }^ 共巾公 
…），事实」:，若 V 二认山，…） e 尺 ( A /-4), 3 x ^ ix lt x u 

… ）6 匕使得 

一 h d i ,2，“_)， 

丼中 ^o = 0. 因此， 

n 

h = 入工1 + A ( Ax 2 — 工 上) + ”■ 十入 _ - 1 ^ x n — jc ii _ 1 ) 

士 -1 

= 乂 ■ jc n +0 (” -► oo ), 

即得 O . s ) ^ - o ( Vye 只（又 

* -1 

反之，苔夕丄怎，令尤= ( 文1，太 2 ,…），共屮 

x ft = 一及 fc+i_ 乂及 fc+2 - ^i/k+3 — Ck- 1 ， 2，.）. 

当义= 0时，显然有幷 iu / = ( A /- 当; I 关0时，则山 

J HB 0 j - 0 

我们有 

* = 1 、卜 d / k -\ 

y： 

又闶为乏;所以 
^ -1 

k 

i = 1 

于是…），即得$ = (；1/-彳）\于是我们 
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有 

R (入 I - A ) =冲 (I 乂 |<1). 

这蕴含 | A |< i } CT r ( A ). 

(2) 1又1 -1. 先看 A = U 因为 

夕 =(I 一 = Xfc 一 ^lic — 1 ^ 1 

t 

(夂=1，2,…）， 
j-i 

所以 ^ 

Isis j/jl <〜}_ 

L 卜 1 卜 1 J 

因此显然有及 G - 羊氏又设 fe ! 2 ， Vs >0, 取正整数使 

2 i ^ r ^ vc . 

t-AT-l I 

令取 m 6 N 适合 IdV 爪 <々6，以反 



(/<")， 

( N + KJ^N + m ^ 9 
( j>N + m )， 


便有 y=CUh".>eii(/->l) ， 幷且 IK — 从而有 


Rjr ^ Ay ^ l \ 


于是 leKZX 

对于适合 I 糾 =1 的一般 A 可以化归 A = 1 的情形_事实上， 

M ^ (A/ ^ A^x^^yi/ k = ^x k - ( 岔 = 1 ， 2 ,…） 

会=> 又卜 1 A = (夂=1，2,…） 

^=>^fc - ffc-l (七 = ] 。，…）， 

其屮以及卟 AP - 1 外 （左=1，2,… ）• 此即化归的 
情形.于是 
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{ACC! ⑷ =i}c=o- c (A). 

总括起來，我们訂〜（入）= 〆 ， 〜 M ) = {义6 C H = 1 K 以 

^ < r r ( A ) ^{ AeC ! 1^1<|}* I 

算子谱 论足兑子理论的屮心內容. A *: 第网 、五，六章我们还 
耍抖深入讨沦 它. 


习 强 

2.6,1 设#足 B 空问， 求服： 身 O 中可逆（灯钉界逆） 

算子集是邛的. 

2.6.2 设 AHj 线性算了 -， A lr A 2 ，… ，心 eo p 〔 A ) 两两互舁， 
又设々是对应 干心的 本怔元 （t = 1，2，〜 "0. 求 i 〗 h : : …, 

是线性无丈的. 

2^.；^ 在双边 F 窄问[:，芩寮右推移算子 A : 

X = ( … ,f- n ,^-n+i …， f n-i /«,“■> M 2 

- ~ (… ? ? ^-« 4 l f **' t^O r m, * r 1 ^ ? 

其中，的 6 Z )* 求 ilE : g c ( A ) = gCA )= 单位圆周. 

2 JiJ (t F 空间上， t 察左推移算+ 

j : ( H ，“.) 卜， ( H ，..）- 

求 i 正： a c (A> ^{Aeci |A| = i >, 幷 

a a ( A ) = 〜（/)[_」 

2.6.5 在 i 2 (- oo , oo ) 上， 考察微分算子 

(/ 

^： x (£) ■— I ， /><』）=&(- co , oo )_ 

求证 ：⑴ o p ( A )^{ AedR ^<0} } 

(2) cr c ( A >^{ AeC | ReA ^0 }j 

o ) ^ rC^y ~ * 
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第三章广义函数与 CodojieB 空间 

在五 f 年代，“广义雨数”还及一个有爭议的概念，至今已 
几乎成 X ;任何一个纯粹盐学家与应川数学家都具备的常识了 t 
函数概念足作高笄数学一开始就引进的：“如果对 F 量 x 的 
属于^的一个（数）値，都对应着量 V 的一个唯一确定的値，我 
们就说黾 y 是 t x 确定在集合^上的一个函数'然而，这样一个 
基本的槪念，扛近代科学技术的发展中逐渐不够川了！我们下面 
用几个例+来 说明： 

例 5. 0,1 (脉冲）本叶纪初，工程师 Heavhide 在解电路 
方程时 t 提 m 了一种运算方法，称之为算子演算（父称运算微 
积），这套算法耍求紂如卜的函数（称 Xj Heaviside 函数） 

r ! <»). 

V ( x >= - 

o C ^< o > 

求微商 * 并把这微商记作 mo . m 迠我 们都知 道鹵数幷不 
可微 C 事实上它扑 = 0 点不迮绩），因此 & X ) 不可能足函数.它 
除了作为_ d 个记号进行形式演算外，在数学上本来沾沒有意义 
的.可有趣的逄：这个600在实际中却是吖意义的.它代表 -• 
种理想化了的“ 瞬时” 填位豚冲.图 3.0.1 表示实际单位豚冲的电 
流 i 和时间 f 的关系图，在 t = 0 时伎通 电源； 在 i = ~ 时截断电源， 
总电量： 

[i (t)dt = 1 . 

图 m 表;^埋想化了的“瞬时”孕.位脉冲 f 所谓“单位”总指： 
总电量为 L ; 所谓瞬时，是指这样看来，代表瞬时单位啄 
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冲的电流的符号 5 <0，实 陈上代 表一卓实际萆位豚冲电流函数 
在某种意义下的极限， 5(0 本身幷个1是一个函数，然而在 
HeavUide 的算法屮，却还耍求对 S ( t ) 再求微商和作其它运算. 
于是问 题便产生了：这一切在数学上究竟哎当怎样解释呢？特别 
是它的•些运算法则推导的依据义是什么呢？ 



m 3,oj m 


例 3.0.2 ( Dirac 符号〕在微观世界中，把可观测到的物 
质的状态用浊函数来描述，最莳价的陂函数具冇形式 e ^*(^ oo< 
v<0)，A 是实数.通常要考虑如下形式的积分 

— e u ^dx . 

2^} _« ， 

#把它按下列方式来理解： 





t^ iXs dx 


1 sinr^A 

= lim ——— r … 

“〜邛 A _ 


我们立刻就会 发现： 即便如此，极限还迠个扛的 I 但是物理学 
家们却认为这个极限就益前面所说的瞬时单位脉冲“函数 '记作 
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^ a ), 幷称为 Dirae 符号，在發子力学中，进一步发展了不少关 
于的运算法则，幷广汔地使用着. 

例 3.0.3 (广义微商）扛数学本身的发展中，也时常要求冲 
破古典分析对-‘搜甚本运算（如求微商和 Fourier 变 換等） 使用 
范围所加的限制.远在二卜年代，苏联数学家 C . JI . CoSo^b Xj 
了确定偏微分力程解的 V 在性和唯-性，发观如果汉限在古典意 
义下采理解微商及其所对应的 7： T 程，那么一方面公造成很多不必 
耍的限制，另一方面述排斥了很多近代数学工具使用的 " T 能性. 
因而推广了微商，引进了广义微商的概念，提出了广义函数的思 
源， Coek ^ B 广义微商的彳|入，在偏微分方稈发 M 中揭开了新的 
一页，为泛函分祈方法应川到微分方程理论建立 T 桥梁. 

以上； I 方面郫使我们看 到： 虽然函数概念十分广泛，但是， 
不论从近代科学抜术 来肴， 还是从数学本身要求来看，都已是不 
敷需要的了.达祥一来， A 然就 W 了扩充函数概念的要汞，我们 
也已经者到： w 题不仪在+耍引进一些理想的函数，更 m 耍的在 
干要使这些“理想的函数”能够比较自山地进行分折运党.特别 
是要使“理想的函数”令部在新的葳义[^/微，微商后还迠站个 
“埋想的函数”等等. 

首先我们引进一呰记号.记多 m 指标 a = ( u 2 ,+» 八） ，其中 
是整数， 

_ 

1^] = a ! 〜[ … G 山 

i = 1 

广 x^i …冷 (= (欠!，〜… ，乂 em 

/ y 卜 a ::, 


而且如果系指 jV ] … ， n )， 则 




§ 1 广义函数的槪念 


广义函数是定义 /K 1 类“忤质很好”的函数空 N Jr . 的连续线 
性泛雨 . 为此，光引进这类“性质很好”的 函数. 

1,1基本 空间逆 （ G > 

设是一个开集， weC ’（ G>, 称集合 

F = { x ^ Q \ u ^^ o } 

的闭包 〈关于 为 W 的关于 D 的支集，记作 SU PP W . 換句话说， 
连续函数》的支集娃在此集外 u 恒为0的相对上 O 的埤小的集. 
对 pm 数 々>o(" 『以足 ™)， ci ( q ) 表记支集在 d 内 紧的全体 
兩数所组成的集合，于足 
… ciC 5 n( rj ) c 

卜例表明是非空的， 

例 3.1*1 设 1 

cW 十） （1欠|<1)， 

y<^>A (3.LD 

, 0 (|刘>1>， 

丼中 



足一乂依赖干维数的常数，那末 】（ oec ?( R _) ，拌且 

* 

/( x ) dx ^ i t | 

J ji " r 

从它⑴发，叶以得到许多 CNir ) 的闺数， V 《>0， 令 

i^y ( ns ) 

我们有 

命 S 3.1.2 设 uOO 是一个 讨积 闺数，幷在 D 的了 个紧子 
集尤外恒为0,则弓$>0足够小时函数 …- 

4 

' 〜 O ) 旮 ^ (iO A O - 辦 y (3. 1 . 3> 

J Q 
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是 CMii ) 的面数. 

证 记 便右当 3足够小时， 
兀 jC ： Q 且〜00 = 0 OceKd )( 见图3,1-丄）；而 

a fl uj(x>= f uC^^-^Cx-y)^ C <3.1-0 



达足因为，例如说对指怀 《 o 二 0, o ^"， o ), 


二 lim 

4 


lim 

摩 u 


Q 


l - lj ^ x ^ he ^^ 一 j 八 x - 


d a nj ^( x ^ 0 he i , 

Q 


其中 0 J 0,- J 0) GR % 利用 6 的连续可 

微性，3 士使得 ’ 

ia * oj , c ^> j < A / a , (v = em 

A 

再应用 Lcbeegue 控制收敛定现 ， 即得 


d 0 ^ u 6 {xy 


Umd a oj a (x + Ohe x 

o a ， 唪 o r 


f d a ^ j i ix - j /^ uCp ') di/ i 

J D 


逐次应用上述步骤，得任意指标 a 的等式 <3_1_4八 
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定理 3.1.5 若则 

证把 wOO 定义延拓到全空间 IT ,在 D 外补充为0 ,对 V 
指标时，我们钉 

3 a u a (x)= f ud^d a r i a ix 


; i - iy ol j ^ wd ff g j 6 ( x~^dp 

為 A t 

^ 中 ⑽ - y、<h 

J R 

^ \ d a f uCx-Sg)j<J)d }/， 

J R n 

从而 

\d a u d <ix^ -d a u(x }\^： \d a uix - 5y> ^d°uix) 

Jr * ^ C ^ , 

注意到，而 3 b u (3>^ ^ 

<«uppu) 1 A{xeR* ldist(x^suppu) ^1} 

上一致连续. ve >0, 3 0<^<1/2,当0<5<5 0 时， 

\d a uix - 6» -d fl u(x)l<e ( V ^eR m ； Ul^l); 

所以何 

sup |a fl u rf (x0 - f) a uixy I <£ f K^dy ^ E m 

推论 3,1,4 Km 足 u 上的 一个完全可加测度，由 

¥ 

JO 

* 

便能推⑴ 咖二 Q < V 中 ec 冲 ））• 

J D 

证明从略，留作 习题， 

定义 3 J .5 在集合上定夕收敛性如下；我们说序列 


170 



收敛 n 如果 h 

< l ) 存在一个相对于 D 的紧集 m ， 使得 supply 

-p % ^ - « rm^v * ■" -. *"" 

(/ = 0 ， l ， 2".Oi 

<2) 对于任意指标 a = a n ) 都行 

max I d a < pj ( x ) ， d a ^ Q C ^ { —► o 

带上述收敛性的线称为某本空间逆 （ D ). 

注我们只_¥( 0 )上引进 r 收敛性，幷沒給定拓扑，而上 
述收敛性，幷不能由任何模， 甚至准 模所导 m . 逆 （ q ) 不足 fl * 
空间！ 

命篇 3. 1 . 6 穸 （ a ) 忌序列完备的，即，苦 （ t )? 是一个基本 
列，它适合 

(O 3公共紧支集 Jf ， 使 supp ^ c/iCj 

(2) Ve >0 ，VA 3 V - JV (€ f d )6 N > 使得 

maxpWnO ) (当 m ， n > A r ) ， 

Jf €JT 

则必有 ^06 使得 

砧明从略.留作习题， 

U 2 广义满数的定义和基本性质 

定义 3.1.7 上的一切线性连续泛函都称为广义函数， 

即广义函数是这样的泛[雨/: 满足 ' 

(1) 线性： ^ 

</ f ^ l 4 Pj + ^??£> K<f 

(2) 对子任意的 {~} C 沴（0)， 只耍 (沴… ）） ，都有 

</ ，, Po > C /— CO ) • 

—切广义函数所组成的集合记作级 / ( D ), 

例 3.1. 8 5-函数，设定义 

< s r < p>=^w < v 免 e 逆 （ g )), 

显然 d 是线性的，而且刍时， 我们苻 
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- >Oo). 

从而 <S t < P }> = — - <^^o> <J->™), 

即 <5 在泼 〈£5>上 是连续的，所以 S 是一个广义函数^ 

例3, 1.3 对任意多重指鉍 a=( ai ，…，\)，定义 
< s ⑷= ( — d ⑷ (0) 

则也足-个广义函数. 

例 3.1.10 设/00是 D 上的一彳局部可积函数，即对干任 
意相对于0的紧集 /C, 积分 

[fix-)\dx<^o f 
J j : 

记作 /OOeAUD )， 那末 / oo 对应着一个广义菡数 

m 

</^> = fOO<pOOdx < V <P6 ^<^}>, <3,1.5) 

J o 

证线性条件显然，再验证连续性：苫%(逻 ( D )), 则 
存在紧集 XCL?， 使得 

supp(pj-cr/C, max [ 以 O) — 0 C/^oo>. 

* ^ JC： 

从而由 L^gue 控制收敛定理 ，便有 

\</^ 7 > -</,n>l ； 

f〜00 -^ 0 W \ dx-*o (J.4 ⑺）. 

注1若把几乎处处相等的局部可积阐数不加区别，则 

Hxy - fcLUCO-y ^^^Qy) 

- 一， 

的对应足 1-] 的，市实上，要证：荇 /ei 心⑴），且 

■ 

Udx ^ 0 ( 

Jo 

则 /OOKp.p . 千功 _ 这只唤 M V 球幻 c：A 都有 /CO 
= 0<p.p. f 为此考察围数 

’sign/ ⑺ OG 丑 O。/))， 

} Cx)/l 


172 



显然宵幷且在 d 的一个紧集外为 o . 应用习 

题 3. 1,1, 函数可以任苽逼近这个函数，即函数 

* 

ho ) 二 }(^ jA x ~ Sf^ f 

JQ 

j 6>0 足够小时，打 

II Jd - J II 1 iQ> ~*o C^^o> , 

H h 6^(^). 从而巾 Rieaz 定理和 Lebesgue 控制收敛定理，我 
们有 

[ \ fdx ')\ dx = f fOOfOOdx 

J J Q 

* 

=】im . (3：)ix = 0, 

A f ->dJ £1 f 

K: 中 {~}/i 兜衍 7 v7(p.p. T-G) 的庀数 列.即得 

/C^> ^ 0 (P,P ■干 SU 0 ， (5))_ 


洼 2 幷4、上所有的函数邱是广义卤数.車灾上，普通的不可 
测的函数幷不能看成是广义函数.确切地说，广义圉数 M 是局部 
4积函数的推广.每一个局部4积函数按 （3. j .5) 对应一个广义 
函数，在这竹意义上，我们说毎个局$可积函数都是一个广义函 
数，今后，凡将一局部可积函数肴成广 4 义凼数时，都按这种方式 
定义.値得注意的泛这种对应幷非在上的，也就是说级含有 
比 iUQ ) 更多的 X 素（见习题 3. 1.2). 也正因为如此，我们才把 
级 '（ G ) 中的元素称为广义函数. 

例 3*1,11 荇 P 是 £>h 的 '个完全可加测度，则 

<厂？> = j^OO 如（叉） （V 识€这（^0) 

也定义/ 一个广义_数，这对应同样是 1-1 的（推论 3.].4). 

例 3." M 2 若0=(0，1)，则 


</,p> 二 S， (i )(+) 
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也是一个广义函数. 

定理 5.1.13 r / e ^ / w , 必须且仅须对任意相对 
的紧 mx ， 朴在着常数匸及非负整数 m ， 陡得 

\<f,r>\<C y] ^p\d a tpoo ! ( V 》 e 级 （()） 

lahm 

a.7.6) 

钲充分性足显然的，下敁必要性 . 用反 证法， 倘若不然， 
有紧集尺，使得（3:1.6>不成立*因为 （3.1.6) 对 f 是齐次的，所 
以对 V / eN , 颂⑴），^ supp ^ c / f , 幷 满足； 

stipp |^> ; [ < i (j a I </) t 

i rK / 

以及 = U 因此， { pj } 作级 OO 中收敛 J : 0 ， 从 rfti 

这 m 然是+可能的， 

1.3 广义晶数的收敛性 
在级/ 03) 上吋以 规定加法与数乘： 

<( Aj / + ^ 2 / 2 ) - 入 i<f 1，9> + ^ i </ 2 ^> 

( v ^.^ c - r 1 ), 

从而级 r (13) 构成一 个线性空阀，视在在多 r ( o ) 上引入*輯收 

敛, 

定义 3*1. 14珎 {/〗} c ： 沴 '（£!) 收敛到八6逆， （ Q ), 足指； 

< fj 7 r ^</^ f > ( 

在此我 ( n 强调 '下： 广义函数意义 t 的收敛足卜分弱的收 
级, 堆儿个例子看 3 

例 S .1 J 5 /[： R l J ：, 

I sinfx 

f ~ — ~ il - ] ， 2 ， ”*〉 

是一串 L 心 （ Ri ) 函数，从而 可以看 成是广义函数列_我们有厂― 

5( 该， （ D )). 


17-4 




证因为有 


.j r 

im — I 

-1 ™ J - ^ 


sm jx 


dx =^ t 


所以 Vf e 沒 （ R 1 )， 存在: T 0 > o , 使得 3 U P ㈣ C ： [-： T n ,7\1 
今了 >%时， 

卜 rT 

f j (xy*tp<^x)dx= f jOO 中 OOdx 冬 

J - co J —T 

另一方面， v ^>0, 取:^足够大，以致 r >7\ 时， 

H 上 x 


方面， 


从而 q r > m ax {7 V 7\} 时， 


l </ j '^> (0> [ < 


-J 


^ sinjx _ I £： 

■— r —-[Kx>-K0)]k f+v 卜 （ 0)1 


丄「 

7 Jo 


岭吻 K 卜夺_ i 


固定 r ， 由 Riemann ^ Lebesgue 定珂，祚在正整数〜，9 7> 
时， 


S 1 HJX 


+ H - JQ -2 yCQ ) j ^ 9 


于是得 </j J >-^ K 0) = < 5 ^>( V 级 （ H 1 )), 

例 3,1.16 设八 00 为例 3. l . l 屮定义的幽数，5>0，则当 
0时，夂作为广义函数列收敛到 6( x >( 穿 乂若用 
表示广义函数： 

<\ 0 ，办二 於（％) c vs > e ^ CR *», 

则 Ja ( x - X o )^ s x 0 , 

证直接利用定理 3.1. L 

例3.1.17设 /iOO 是 G 上的一出局部 可积囪数列， 幷且对 
任意相对于 G 的紧集 X ，存在常数使得 t 
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\fjix)\^M k c 7 = 0,1, 2 ,…）， 

幷且 ）（ p . p . xe ^); 则作为广义菡数列 

■ 

<fi,f>- fjOOwOOdx 〈/ = 0 , 1 ， 2 ,…） ， 

J o 

在广义咖数意义下收敛到八 . 

证 | f | LeWsgue 控制收敛定理直接得到. 

例3,1,18设 A 00= e _ fll * 12 , 令 

JiOO = f^j^w i x) j ■■… 3 <；' = 2 , 3 t **0 ; 

则 fr 

</j C V ^6 ^( R *)), 

其中 / j 足函数 / jOO 所对应的广义雨数 0_=1，2,3, … \ 
iiH 明帘作习题. 


习 超 

3.1.1 设 1< P <™， 求证： G ( O ) 在 Z ^(£?) 中稠密 • 

提示 （1) 若 f ( Q >(〗< P < oo ), 心 O ) 是按 （3.1.3) 构 

造的凼数， I 別按 Young 个‘等式（见引珂 2.5. 13)，便 ff 

llp € ll u lh _ 

(2) 川定理证明 q (卬在 1^(0) 中稠密. 

(3) 用典型的 e /3 论 iiE 法.从 uer ⑴）出发，为了找到 

A 使得它逼近 w 的懊差 

II u j _ WI ： p 〈 e ， 

我们 " r 以分三彳、步骤进行，毎歩 w 进的娛差各小 re /3. 

第一 '}Pm 找炉使得 1 “ - 5° ; 

第二步.找 neQ ( L )， 使得 

第一:步.找使得 jih — 心 || p < s /3_ 

3. J .2 求砧： 6 菡数不是局部叮积函数， 

3,1.3 设 
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求证： f ! 00 — e * ( R 1)) # 

3.1.4 在逆 '（ R 1 ) 中，求证： 

} 1 

⑴ 0+ ); 

( 2> 2^^ f exp ( ^ T^ 5W a_ ^ 0 + > • 

n . 5 设 ocir 朵一个开集 ^ 又设 x 是 d 的一个紧子集， 
求 ilE : 存在一个函数使得且 KO ' 在凡 
的一令邻域内惊为1 , 

§ 2 S 。 空间 

我们来仔细分析沒 ( D ) 的收敛性，同时也硏究一些丼它有关 
的 空间.设尤是 相对于 J 的紧集，又设 0(0) 表示 D 上的无穷 
次可微函数仝体，我们彳1入 

泠《:= {穿60(0) | supp 炉 C / T }， 

其收敛性规定如下：〜―〜，足指对任意的多重指标 a ， 

maxj - fo 〉 （欠 ）I —0 (;-^ oc )^ 

® ff X 

我们当然想用模来刻划这种收敛性，但是无论如何这种收敛 
性不能用一个模来描写.事实上，玎以引入可数个模： 

ldlm = S max l ^> C^)l (m = i ，2, …）. (3.2.1) 

f 1 # * 

上的收敛性是山这可数多个模 { hf m ) 描写的 ：力了 ^0 
<^ k ), 必须而且仅须对 v me N ， 有 

Ikillm^O ( 卜 ^ O). 

即 voo ， vmeN ， 3〜=~0'爪、，使得 (/ > at ) # 

于是引 h 
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/-、定义3,2.1 设#是一个线性空间，称它迠1数槙空间 （或 
空间），是指在它上面有可数个半模 {11 叫 UW , 满足： 

Cl) JJ^ + ^|J m ^||^| m + ^ffm ； 

⑵网 U =1 仆 ! H ; 

(3) J m = 0 ; 

C4) Jl^l^-OCm = = 

洼 1 实际上每个卜 IU 是半模. 

m 2 在诃数楱空间定义中，可数个乍模可以換成满足下列 
条件的可数个 半模： ^ 

事实上，只须令 

= max(| 卜 L ，… J4m> (vxe#). 

定义5,2 . 2在线性空间方上给定两组可数个半模 

(HkK 丄 J {II - HUT , 

称它们是等价的，如果它们导出相同的收 敛性. 

命理 3.2. 3在线性空间，上，为了两组可数个半模 

{U-JLK 与 (H：}r 

是等价的，必须且仅须： VmeN , 及 3 C mflV >0, 使得 

K^l! 0 丈 ll’m* CV 丈 6^0 ， 

幷且 WeN ， 彐 neN 及 3 C :, tt >0, 使得 

Mm - < C； f 4 x\\ n 
证明留作习题. 

命埋 3.2.4 每个 W 空间方必是一个空间 f 即若 { H m }? 
是可数个半模，则 


( V 叹〕 

一个准模，幷且 IH 导出的收敛性与 （ MUr 导出的收敛性一致. 

证明留作习题（参照 S 空间的收敛性，见例〗 .4.7), 

以下举一些空间的例子. 
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例 3,2.5 沒 k 迠 空 ffl]， 其 n; 数役 :卜 jU 按 G.2J ) 规定 ■ 
例 3.2.S 貧（幻） • 汶 O 二 R s 中的仟寂丌父设是- 
串相对干 G 的紧集，沾合 

K x czK ^^(^ K m ^-^ ~Q , \ JK ^--, Q . 

«t 1 

#令 


h(U = 




(m = l ，2，〜>. 


用表:记带 f 」 町数榄 { W ™} T 的线性空间 m ^ (£3) 
是一个 ss 空间（易证），按定义， 4 f 0—00( 巧），必须 J . 
仅须 Ve>0 ， VmeN, 3iV = 」 V( s ， m ), 使行 


mai |a°PjCx) I <e C V jocl^m, V J>JV) ； 

* eJ «. 

或者说，在每一个构对丁 4 的紧集上，直到 m 次争钕 致收 
敛于 0* 

注貧⑴）上的收敛性与紧集列的选择无哭.即，按不同 
的紧集列定义川的两组矸数个半模是等价的.其证明留作习题， 
例 3.2. 7 7(10. 用夕 0 T ) 表记集合 

{ pec -( R -) j S u P jo + 丨勾 2 )、3 >ooi 
d fl <oo a , 卜]=0丄2,… ）}, 

定义半模为 


ll^llm = su P 1(1+ \x\^^d^^pix}\ (m = 0，n …). 

\o l-irt 
uCH * 

7 C 3 ET ) 上的鹵数称为速降雨敬，其任总阶导数在无穷远处 
比任何负幂次下降得都快 * 确切地说，对任意非负整数 m 及多重 
指标 a ，都有 

lim ( 1 + 1 欠 1 2 ) 2 | a 、00 I - O t 

I # I -+ a » 
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定义 5.2.8( 完 备性） 一个巧咍间#弥为足完备岛，适指 
K ：「 h 的■何 芘木列 部迠收敛的.党备的巧空间称为空间. 

例 3.2. 9 V ( R ") 黾化空间. 

证 设泛 7( R ") 中的-1、基 本列. 山定义，对 
V 爪 e\ T 反 V 00, ^ / V ( w ) ， ？） 时， 

sup (1 + \x\^~ld a l(p fi -^^Cx)\<€ r 

丨 • 丨■讯 \ > ^ . Zt) 

T ■■ R n 

(1) 闲乂；毎 1、 m : i 仃界的，故必化扛常数使 

n 

sup (1+ jx ]^' a ' fr 7> P ( x > f < M m 1 ,2,-0 , 

i*l 

从 W 

M 

I ^ a ^ wi r ) \ ((1 - ; (H 3) 

此外，在 任意疗 界闭球上,{3>，(幻}依 ‘ 致模是墓本序列， 
所以在 I 爿 h ， 它冇一 1、一致极限 to ), 

M 

| <("7^ j >〒2 _ p >2 (|«|^' m > # 0.2. 1) 

(2) too = 其实我 nn 耍 m 明 

垆（卜 c to ) o ) ; hj^oo 

就够/， 闪为其 企邰分用归纳法递推即 w . 亊实上，对任意的 
尺>0，时，我们订 

d I 丄史 P (欠〉4史 <1，0，卜 ■. ， [0 (欠〉 （"— M )， 

以故 f r ( X )：^ 0 ( X 》 O — O 0) 4 

对 V e >0, 取 JV ^ X )， 及使得 

r dx } e 

以及 
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便有 

|J ^ ( I ， flnO ) (工’ 3 ，…，欠 n ) 心 ’ — 爭 - (丈 l ，欠2,…'欠 n> I 

= |j''r^x.o^o；, c^ r ,o ，>] 心 ’ 

^f , I 垆 (t ， “-- ， o) ( x ’ ， *) I 心 ’ + , I ( 夂’ ， *) I 如 ’ 

J |l. .!>.¥, ^ J I ** l>JI, 


t« r \<M 




CZM } 


^ + 2 M ； .^=,, 


从而 


ACO = f Vu_o, (X 、 . X 

J — ■» 


即 CO 

这也同时证明广 ^ 0 we 夕 （ r *). 

(3) Uh-lMm—o <>— ⑺） • 事实上，对 Vs>0,3 只>0, 
使得当卜1>及时， 

M 


再确定〜，使得当时，在 IM < 及上 ff 

sup I d a Hp w ( x ^ - ^0< x >] f C € ¥ 

\€ t\^m 

从而 3 V ，0 O =^1 a 00 V ^€ R a )* 

因此，在(3.2.2)中令0>00即得 

b » - h \ l < £ < V ^> JV ), 

于是空冏夕 CIO 是完备的 ， I 

洋意 t 遝⑷）不是窣间 •徂是 戋于尨 （£)) 的收敛性我 们有， 
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命居 3,2.10 为了 （逆<口>)，必须且 汉须存 在紧集 

^ e £ i , 使得 匚逆& ifilJI 

h> 9 - V>Am } Jc~*0 (p-*co } m = 1,2 ,***>, 

其中是逻上的可数模， 

证明留作习题， 

正如在§ 1中见到的那样，淨表％广义函数全体，它 
足总 （ D) 的共轭空间，对于穸 K ( O ) ， g CO ) , 夕 Of ) 我们也要考 
虑相应的共轭空间，分别记作沒夕 ' OO , 当 
£1 = R ■时，简单地记作迓，夕\显然有 

sr f d^ f 

首先，我们要讨论这些空间有足够多元素，然后设法把它们 
表示出来，为此，我们把 s 空间上线性泛函的连续性与有界性的 
关系（定理 2 . 1 . u ) 推广到空间， 

引理 5.2.11 设， 是一个丑0空间.为了免上的线性泛函/ 
是连续的，必须且仅须 3 meN 及对„> 0 ,使得 

|/< 

证充分性显然.必要性用反证法.倘若不然，对 VneN , 
3 ^ 6 ^,使得 

l</^n>l>n||x n || n , (3.2.5> 

( O 如果使得 IlhU 孕令 

以為 ： ( n>N ) ， 

那末 

y n \\p = (当 n > max ( N , p >>_ 

故但 l <7 j «> l > l ( n > A 0 , 这与 / 的连续性矛 

盾. 

< 2 )如果存在 { AK - i ，使得= 0(; = 1,2广_>,那末有 
|</,、>|>0,令 

1S2 



便有 </, y »,> = i ， 但 〖 J ^ iu ^ o 0 = i ，2，〜：). 这也与 / 的连续 

性矛盾， v t j ； ； 

定理 3.2, 12任意丑。空间妒具冇§雙色的连续线性泛函， 
证若/。在尤的一个线性闭子空间^7^仔定义且线性连 
续，则存在半模 I ■ L 及常数 M m > 0 ， 使得 

I </ o ^> S < M m l^llm CV ^ G ^ a ). 

对于半模 II MU , 应用 HaJm - Banaeh 定理， ^ TIJ ■以扩张到全莩间 
穿， 成为/满足/|^ = /0，且 

I </ t I JI m (V 欠 

从而 / ef ** 于是对 3/ e ^% 使得 
由定 义即町 推出 

命期 3.2.13 如果有一个^空间，，满足现⑴）即 
逆 （ o)c 才，幷且 ’ 

那末泛上的任意一个线性连续泛函/,必有 /G 逆 /(W 乂 

併 3.2.14 龙^ 方 （卬或 名 P < oo 〉 或 CVD )^ eN ) 
等都满足迓 （ Ac ：—#， 从而有 L ^( D ) 0 / p ^ 1/^ = 1), 
[ c *( a >]* 等都包含于沒' （ XJ >. 

现在我们来用积分表示^中的广义兩数. 

定理 S.2J 5 为了/6少，必须且仅须及 
^ CR ^ KJaKm ), 使得 

< f r fp >- 2 f + \ x \ ? y ^ dx < v ^ e ^>. 

i £ 充分性显然，只须证必耍性. 

<1>先证明 
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是文 上的一组等价模.这是因为 

Wi 2 <S SU P G+ 卜 | 2 广卞 1 >001: 


I a | <» s €. 


dx 


< 1 + M 2 ) 


以及 


分 WH , 


JkJL = sup | (] + \ x \ 2 y ^ d a < p(xy j 

l«r Icm _ 


k 


sup 


d % 


~ dx ^ dx n 0 + 卜 I 2 ) 了600|心 




sup 
“ I <_ 


a + | x | 2 > _ 2 | o tf + > oo|i 


c 其中 e = (i ， .” ， i)) 

< c fl S klO 〜州处 ) 

^.mr d hyf 

«^ l !^ U ： + n . 


it 


(2) 对 / 应用弓 1 理 3.2,11, 3 weN * 使得 

\<f ^>\<,o m \\tpl f m C V ^. 」 （3.2. G ) 
于是 / 可以连续地扩张到以 |j . K 为模的 Banach 空间 f m 上, 
注意到 H . K 满足平行四边形等式，所以它可引出內积 

S (" JVOO ^^ OO (1+ + 

I rilri I e - «■. ^ A 


幷且构成 Hilbert 空间 ■ 

( 3 ) 现在应用 Rieaz 表示定理， f 封应着 u €龙 m ， 使得 

丨， 

</^>- S ,3〜 OOd > OOCl + IxI ^ dx , 

i a| ^B1 * R 
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^Cl+ W 2 ) ^3°wC%> (|a|<m), 

便有〜幷且对夕，有 

</^>= S f + \ x \^ dx ^ (3.2,7^ 

|« U « Jh 

习 題 

3.2.1 验证：在例 3.2.6 中， r (的 上的收敛性与紧集列 
的特殊选择无关. 

3.2.2 设 | MU = sup Ipavoo |(m = 1,2,…），求证 t 

\ t 

ll - ji ; 是夕 or ) 上的等价可数模， 

3.2.3 验证 ^ K (0) 与 f (沁 都是 h 空间. 

3.2.4 设 f 是一个石：空间， 求证其 一切线性泛函组成的 
空间#%按*弱收敛是完备的_特别地，沒都是完备 

的. 

3.2.5 设 G 是复平面中的有界开连通区域，记 A ( G ) 为 G 
上的解析函数全体，按下列方式规定可数半模组成的空间：设 

是一列连通集， G ffi Cm = l ,2, …）是开的，其边界由冇穷多段可 

« 

求 fe 的曲线围成，满足：，令 

n ■ I 

= max k<^)i (v^e^(^)>* 

求证：是心空间，又若有数列 
使得 

ll^till^ M m On = 1 ， 2 T …； n = 1 ， 2, …）* 

则必有收敛子列. 
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S3 广义苗*的送算 

设 A :贫(句―穿 03) 是一个线性算子，称它是连续的，是指 

（沒 （ IJ )) 今(多（幻〉）. 

例3,3,1任意微分算子3 11 是多 （ Q ) 上的连续线性算子 • 

证 V 相对紧集—逻 X ， 幷且 

S ^ \dfi^fW\^\\ 9 \\ mUQ[ . 

\fi\^m tt ejr 

注 P 在 P (£ l > 上不是连续的！但却是闭的 ■ 

例 3, 3. 2乘法算子 •设 由中决定一个乘法算 
子 

A : 卜中 • <p cv^ec-(^j)), 

那末 A 适线性连续的 4 

证因为 V 相对紧巢 : 穸心且 

Jf^*^]L = y] max |a fl (0^)(x) I 

< s max |^ J ( V (文 )t 

I □ 3*；|» 1 1 ^ P 

< C ( m 』) M m . J 

在负， CQ ) 上定义算子 如下： 

‘■• 〆 I ■ « 

< A ”， fxf ， M > ( V 史 6 穿（幻）， V /€ 逆 '（ D >>. 

显然， A * :沒 /(£!) —沴幷且是连续的.事实上，如果 / j — 
/( 级（幻)），那末对 vpe 逆⑴)，有 
<A^fj ， p ) 二 <J ， 〆 ，>—</， 

即得 

按照这祌方式我们来定义广义函数的各种运算. 

3.1 广义歡商 

定义 3.3. 3称弘 = (- l ) W ” 为 a 阶广义微商运算，即 
V/GfCG), > f 




溁 i 若 / o ) ea ( fl ), 然対应 t 

</,，> = J/O) 沪 W 办 C V ¥?6^C^)) 

t 

产生的广义函数 / 有广义微商 L ,/ (即 ^/^- Co ~.^' o , x . o , 
… ， o ))， 同时 /( O 有普通的徵商 l t /， 我们说 正 是〜 〆 对 
应的广义函数，这是因为 

<^ X J *9> = -<f^x t v> = OO^ f 900& 

~ ^d x J<ix)fix}dx < V^6^C^)>. 

B 2 广义函数对微商运算是封闭的，即任意广义函数 /e 
都可以作任意次广义微商，当然，即使是局部可积函数， 
也未必能作普通微商；但当把它看作广义菡数时，总可以作广义 
敝商，作广义微商后所得的是广义函数，未必是普通函数* 

5£3 若《 是仟意两个多重指如，则 

心.和=心，=和 . 5". 

洼4 ! h & 的连续性， 

4见广义微商与极限总是可交換的 

公式3, 3. 4若 

- 1 Oc >0), 

YOO = 

.0 

则 B x Y (. xy = 5 Cx) m 

1£ <5 ar y,fl?>= -<Y ,d x 9>^ -^Jp f dxydx 


?Co> = <5^> 逻 （ R 1 ))* 
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公式 3.3.5 若5<〜是例 3.1.9 引进的广义函数，则 

=(-1广|<3»(0)=<6:。)4>_ 

公式 3. 3,6设3 = 十…那末 

3卜 I 卜* = (2 - n ) X 3 rt 5( x ) <»3> , 

Zln\x\ ^Znd(x^ ( 打二 2 ) ， 

其中^ R ' 中单位球面的面积. 

证 （1) 当 时， v 少 e 沴 or >， 我们冇 


r» 

<211 工 1 卜 ' 沪 >。<1 欠 P 一％ iIxI ^^Apix'ydx 

4 J I * [^ * 


Green 公式 


li 


im 


A \ x \^ n ^ p ( x)dx 


<P 


3 M 2 


dr 




丼屮如是球面 keR _| 上 的面积 7 C ， jjjj 上式之所 

以成立 是由釘紧支集，所以奵以取一充分大的 球 BC 9， R ) 
= {^6 RM <尺},使捋⑽ PP ( flO r 二5(0，只)， 内 ：应川 Green 公 
式.注意到 

广 ’f 穿 〆 a = 0 (O— 0 0—(0 ， 

j 丨 j 丨 - ，⑴ 

而 s 1 -* fOOda-i(o)Q n C^j c^o>, 

J I 丨丨 ■ * 

即得 < A [ d 2_ ' P > = (2- n ) KO ) D rt 

=(2 — n } D n < d } ^ ( V ^ e ^ CRO ). 

⑵ N 样方法证明 


< Aln|xl ^> = 2 ^ 1 <^^> 
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2 卢义禹敖的乘法 

对于任意的 tec -( Q )， 以及 / e 逻/印〉，定义 

<妒厂炉> = <f ，柄> < 

即定义广义_数对阄数的乘法为负 （ Q ) 上乘法算了-的共轭 
算子.显然它也是迩续算户. 

公式 3.3. 7 


mi 


x ^ d ^ S ^ x ') 


f<- 0" (m ^ )r g （ x) (m>n ) ， 


ME 


>媒 


Cm<n) ^ 


'■K 




/ — 1 \ m tn \ 

K / } ㈣… 炉 Ko> 

n\ (m — n)\ 

(1 m>rO 

0 

m<^> 

c-iym, <s , m ^ 

(m -n)i 


0 

C -H m <^). 1 


容易看出，当 / eMUW ) 时， ^^^ ec -( oy r 垆 / 的通常定 
义与作为广义函数的定义是一 致的. 

注一般不能定义两个广义函数的乘积，特别是两个 5 函数 
相乘，因丼结杲不再是广义函数 . 

3.3 平移算子与反射算子 
v 工 0 eR _, 定义、。：该 < r _) —沒 CR /) 为 

二史 o — a ) <\/« oe ^ CR fl )) r 

我们称 G 。 为平移 算子 . 易见 r Xa &£5 颂 （ R*)). 夂 ：^ 

定义 3.3. 8 V ^ 0 eR \ r ao 4 C ~ o )* ( 即对 V/ef CIO, 
我们有 
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洤 L 。 是平移算子的推广，事实上，若 / ooez ^ or >， 

则对 nif^i 

j^/ ( 尤 - ^c^<fCxydx + X^dx 

即得 = = T x 0 /. I 

a: 淡 （ R_ 〕 >j(R *) 定义为 

C^> W = f(-x> C V^eR - ), 

我 / n 称 a 为反射算子.易见 ae 之（多 or )), 

定义 3.3. 9 &¥• 耶对 V / e _^( R ，>, 

<^/^>-<^ v ^> = </,^> ( v ^ e ^ CR *», 

注夕是反射兑子的推广.事实上，若/006以。。00. 

则有 

即得 07 = /( 一 x>=a/. 


习 届 


3.3,1 计算 

其中 


3.3.2 求证: 


(2〉+ ，入幸 一1 ， - 2， …〉， 



< x >0 ) f 


磊】十| 




» 


即 


m 



Jim f T^~dx C V 

/j 4 ^0+ J \ 人 

3.3.3 设 Q 二 O , 灼 CR 1 ， x 0 e 公， 又设/€<^(£>\{尤 0 })^ 0 
是 / 的第一类间断点且广在0\{%}內有界.求证： 

f x f = f ， + L/^c + o ) — /(% — 0>] o ( x 0 ). 

3.； i .4 求 ul 对 v / e ^/ ctr ) 有 

其中 - 

= (0, …0山0 ’ … ，0) 1 ，2,…，打）， 

3.3.5 求证: < 对 V /6 负， （ R _)， 以及 VPG 沴 （ JET )， 函数 

£r<S/) = </, r^^>eC OT (R*). 

3 . 3.6 求证： 每个 f 云少 必坫 LHR ") 函数乘以#项式 M 
广义微商之有限和_即：]、及偶数爪，使得 

/;(-i) lfll 2 々 [(i + 卜 「)"^]. 

1 ff |<n , - ■ 

提示利用 （3.2.7) 式， （3.2.7) 中的爪可以 认为 是偶数，这 
是因为必要的话可在 (3, 2, 6) 中用 2 m 取代 m . 

§ 4 夕 ’ 上的 Fourier 变換 

对 ppePCR *〉， P 的 Fourier 变換定义 如下： 

<^>>(0 ^ - 2 nix *0^ , <3,4,0) 

其中 + ^ + 

熟悉分析 的人都 知道， Fourier 变 換无说 是在理论上还足在 
应用上都是十分重要的工具，但是，能定义 Fourier 变換的函数 
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实在受限制太强一般的 P ( R _)( P >1> 函数未必在 POO 
中，从而积分可能沒有意义，最筒单的函数或 
更一般的多项式乂更无从使 （3.4,(0 的积分收敛.引进广义函 
数的另一个重要推动力是扩太 huirier 变換的定义，使得这个重 
要工具能够方便而又灵活他运用. 

命題 3.4*1 义€幺（夕） . 

证注盘以下两件 事实： 
a > 义 o ) = C2 ^ in a c ^) CD ? 

(2) jrii- ° f ) <D = d a {JTf} CD . 

便有 


SUPC 1+ j 

fcx n 

r<* I <镛 

-m 

A 


二 P J (义 K 1 - W 2 ㈠ —，])® 




^ sup 


1 -詞 


2 




dx 






x ^ d^pldx 


sup Cl + |^1 2 )" 2 I^VW I 

u ■ 

I O |‘《 

II 史 U m + £n (ftt = , 

其中及皆为常数 .I 


称积分 


_ 囑 

<^ P ) (O ^ f ( x ) exp [2 jiij ：* f ] 办 

Jk m 


为函数 P 的 Courier 逆变換，或 Fourier 积公， 
命趣 5,4.2 义，从而歹 G ^ CSO . 

命埋5, 4. 3若夕，则 


192 



证 


<外，妒> < X 4.1> 

- . (3.4.2) 


r r r i 

<文巾二 B ft ^(> c ) exp [ | iKD 北 

%/ R X J 


Fulini^M 



= <^ r J ^ f> r 


exp [- 2 山 0 (D 邱 ] 心 ; 


即得 （ 3,1, 1). 同理可证 (3.4,2 ), 〜 〜 

定义在空间上定义 5^7' (5^(歹广）称为 
广义 Fo U ri er (< 逆〉 变換，连至舍泯淆見， 有叹 
治了方 M 萌记 ， p :少 • 

从定义容為推出 

命鹿3_4.5 孑 esc 夕 0 ,而且 a 限制在夕上 

时， 定们分別与普通的 Fourier 变換， Fourier 逆变換一致 • | 
关于 Fourier 变換，微商芍乘法之间、平移与相移之间有着重 

耍炉£巧系，见表 3,4.1* 在表巾川 “/•—•#” 表示 0 = J *7 或 
f ; ^9. 









6 - ■ (2 Jtif ) ff ; 




exp 匚 2 rtid ， i]f & — 『 


公式 3-4.6 l[exp( - ^ j ^| s >] ^ exp( -n If I 2 ), 
证设 ” = i ， 令 /O) =exp( -3t^ 2 )j 便有 
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/ / C^) + = 0, /CO) = 1* 

在方程两边作 Fourier 变換，有 

2 耐① =0, 

(文/) (0) = f exp [- = 1, 

J 1 —«■ 

ii|I -*J I 满足同…方程，具相同初値，利用常微分方程初値 
问题解的唯一性，沂得 

=/CD = expC -Til^i 2 ) C V^eR 1 ). 

对子任意的利用 f 离交 M 立得， 

公式 3.4.7 = 

证因为 V 炉€夕， 

<，8 ，< p 、/ = = <^^)(0> ^( jc>^x = <1 , ip >, 

J H 

公式 5.4.3 ^ Cl ) 

证由公式3,4.6矸阽 





^ r )] ^ (- 


叫 m 


当令 m -^ oo 时， 

exp (一《1二卜)叫 


而 m ~ 2 " exp ( — 






由，的连续性即得叉 (1) =入同理可证另一个公式. 

公式 3,4. 9 

0)，0> O )) = p (~5 )«? CO , 共中 P (*> 表示多项式! 

⑵ = (2 JtiO % 

证表3,4.1(2) + 公式3.4.8=>(1>. 

表 3 . 4 .1(1) + 公式3,紅7=>(2)_ 

定理 3*4 JO 即罗 y = 
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证 v^eRS 

= <y(exp[2 托 if _ y]>，y> (表 3.4. KO) 

= <exp[2^if - S/J^^PXDy 
- f exp[2ni^ - = ( 歹 ^1000 ， 

J n " 

即得逆 =$ J ^. 同理可证沪•千范对 V / G 夕％ 我们 

有 

<^?/^> = < f r ^^ ip > = < J t 9> 

< 7亨 f ， d, = (v^e^)* 

即得 

推论 3.4.11(Planchefe】 定理）若 /eP , 则幷且 

B/ IIl * = II?/ Il = C? 保持范数不变） (3.4.3) 

证因为对有 

Ml 2 =<9^> = <^^ f t tp > = <^ 7 ^ V >= lydl 2 , 

而夕在 L 2 中稠（见习题 3.1, 1>， 所以 MVfeL 2 , ]{ p m } cy ， 
使得 

l ^ m - ZJlL^O ( tn — oo ). 

干是对 vpeN , 我 n 有 

11^ ^iw + P j 

即{3^«)7是 i a 中的基本列，由干^在义/中连续以及 , 
可见 〜 

?/ - Hm 

这表明幷且 

儀今 《 

洼根据习题 1.6. t( 极化恒等式）与本推论容易插出： 若 f ， 
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W \ 

C /, P > L 2 


保持內积不变）. 

C 3.4.4) 


习 题 

3.4.1 设 = {« e^ r 1^°^ e ^ CR *)<| o |<^)}, ^ 

中范数定义为 

M m -{ S 卜|£ 2 ) 士. 

\ |nj / 

又对 Vw 6 H rt OO ， 定义 

I»II ^ - (| h . Cl + 1 r i 2 > ™ I c^io cf > 1 ) ^, 


<1) II 1( ||»< co , 

(2) || • u 足 H w or) 的等 价模； 

(3) H _( R ” 是完备的. 

3.4.2 对任意的非负实数 s ， 设 

h * cr *) = {« e ^ 2 < R ')[ a + m 2 ) 

共中范数定义为 
求证： 

<0 '1 s = m € N 时，这种定义与原来 H "( R _) 的定义等价; 

<2) h *( r *) 中可引进內积 o , ■ )，使得 

C 3) 求证： 存在 seLuir )， 使得 

«<oa + m 2 )-^ ei 2 ( Ro , 

幷且 

< u ，jro = j^KD • «(o^ 

3 . 4 . 3 设 / ooerai ，）， 求证： 
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即， /OO 按夕 ' 的 Fourier 变換与普通的 Fourier 变換一致* 

3.4.4 求证：方程』/ = /往夕 /( IT ) 中无非零解 * 

§ 5 Co 6 ojieB 空间与嵌入定理 

定义 3.5.1 设 OCR * 足一个开集， m 是非负整数 ， l < p < 
称集合 

W a * r ( Qy ^{ u ^ L *( Dy \ B a u ^ L ^ CO ^ r \ a \^ m} f 

按模 

V \n\ 7 

=( 2 f 卩〜⑻ ) 丫 

^ fffl ^ Q ’ 

构成的空同为 Co 6 on eB 空间，记作 W ^( Q ). 

定理 3,5,2 空间取 7(0) 是完备的 • 

证设{叫>?是妒？ ( D ) 中的基本列，那末{心叫}是"⑸） 
中的基木列. V « a «|^>, 由的完备性， 3 Sae ^ r (0 ) t 
使得 

1|3 〜 fc-hlli ，（ m—0 C^oo)(|a|<m>. 

从而 VP 6 逻03)，当时， 

<5°«* 7 p>> ^ c 一 iy a '<u k} d a <p> 

cg a; <py C-i) |ff5 <^^» 

即得由此推出⑺），且 

I'wjfc^ffoUm.P^O C^-^cxj). f 

定理 3.5.5 逻 （ R *> 在呢？ < R ，> 中是稠密的/_ 5 
证 MueW ；( R^ t BM ^€^( R m )(|«|< m ). 我们对”… 
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v 5>0, 令 

- JO 办， (3.5.1) 

其中之是按 (3.1.2) 定义的函数，稍稍修饰命题 H 2 的证明， 
即得心 eciR ")， 幷乱 

y 

3> d 00 = 人 

J ji _ 

= Ol) |flS J〆 心)和 /j (尤 - J /)# 

二 hO ) LOc - jO 办， 

J A* 

即#〜= <3〜八.应用 Young 不等式（引理 2,5.14), 
POT ) 有 

Jl W . ' Il ^ Ml ^ <3.5.2> 

然而 yar ) 函数 nT 以被 q ( R _) 函数任意逼近，对 
p(r _)， 即有 ve>o ， 3^ecsoo , 使得 

\\v^d a u\\ L *<^, ( 3,5 + 3 ) 

按 <3.5 .幻得 

. 1( 〜厶— <3 〜 ),|["<音. (3.5.4) 

再应用定理 m 3 5 0 -^<^a)>0, ^ 0<ff<~ 时， 

I C ^) J 一匕 IU ，< 音 <3.5.5) 

(注意 t supply 是紧的 ）_ 联合（\5.3),(3.5.4>与（3.5 + 5)得 

即 -5 ff u | l L f < e (| aXm >. 

洼如果用表示 CMR ") 按模 || ■ ||„ ^完备 化产生 
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的空间，则依此定理有 

但是对于一般的开集 = 〃(卬未必成立. 

在第一章，我们曾把定义为集合 

SA{ ue C"(D)||Mi m ， P<oo} (3.5.S) 

在模卜 llm , pr 的完备化空间，幷把它称为 Co 6 OJ r eB ^ 间.现在 
我们又称取〜 （仍为 Co6oJieB 空间，它 n 之间究竟 f ； f 什么关 
系？ 

定理 3.5. 2 表明： 其实还 矸以 1 正明史 
们二者等价.这要用判一个在微分流形中盧要的单位分解定 
理 如下： 

定理 3.5. 4若 Ac ： R ", 而凡 W 足乂的 一个开覆盖，那末必 
对一族的函数，，使得定义在包 舍乂的 一个开集上， 
具有下列性质 ： 

co 0 <沪 00<1 < v 

(2) yxeA f 3 含^的开集 vs 陡饵只打冇穷多个 re 叉在 
其上非零； 

⑴ ㈤ C'i 

(4) 使得 supppct；, 

这个定理的 证明 在许多敎科书上可以找到（例如 M . 斯皮瓦 
克著，齐民友，路见叮译《流形丄的微积分》，科学出版社， 
1981.), 兹从略. 

定理 3,5*5(Meyers-Serfin〉 若 则 

H *** (£ i ) = 

证只须证明 C 3.5. G ) 定义的集合 S 在研 ""（£)) 中是稠密 
的，记 

0匕{ x^ ： Q\\\x\\<：fc dist(x, 扣 ）>D = 1,2，">， 
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幷记洱 = = 那末 

^ - {^/c - ^ + i f]CDk~ir 七 =1,2，***} 

是 D 的一族开覆盖 * 记文为 单位分解定理中的关于#的一族 
c w 函数.注意到是紧集，由单位分解的性质(2>, 7中只行 
有限多个函数6使得 supppczt / fc ， 记粍为这些菡数之和；那 
末 

U 

^ ec T oCt / fc>i 而且2心 （ Oei cv ^ e ^>. 

* -1 

设 V ^>0,下面要找 s 中的_数 h 使得 s ? l m ，p 
< e . 当 0< S < l /(&Tl)a + 2) 时，用 （3.5.1) 中定义的记号， 

supp <,^)i^k + 2f]CQ k ^ f 

按定埋 3.5. 3证明中的办法可见3 ^eCO t l/a+l)Ct+ 2)) 适合 t 

E 

If 

t?o 

令 P = 因为对 Vxen 这个和式中 Aff 有限项不为 0, 

所以？⑴），又 v 女 6N, 在^上， 

* 2 

U(x> - ^^ 3 (r>a(jc) t 

i-i 

4 

t 4 2 

?00 = COj 

i-i 

h + 2 

因此 to 4 >^ 2 fl ^ 3 U ^> ^ Im*P< € * 

J = i 

再令 t—oo, 即得 H m ，；p<e. 显然 n / 见巧心 这就是我们 
所要的 • 

定义 3.5. 6 R A 屮的开区称为是可扩张的，如果 V«ie 
N ， Vpe [ L 如]，3 : 州 ， W ) 连续，幷满足 
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例 3.5.7 RJtUh , … J n ) eR / lh >0} 是可扩张的•扩 
张算子构造 如下： vmeN , v ^ e ^ cR ：), 我 n 定义 




「 u(x) 

I 

I 


其中系数 m + l 是（爪十 i ) 

»+ 1 

S (-/) s=i 

j-i 


(当 〜> o ), 

x n~i f ^ / x n) ( 当欠 ji^O )， 

X 0 n+ n 线性方程组 

C < = 0,1，" , w ) 


的唯一解.不难验证：如果 uec " 戊 f )， 则^ ^6 aar )， 幷 
且 

丼中 # m ，： p 是-一个常数 * 

利用>』题3.5,1, 可以连续地扩 张到评 》( Rt ) 上去，使 


IU 成为可扩张的. 

例 3.5. 8若幻是有界开区域，具苷一致光滑的边界， 
则 a 也黾可扩张的. 

证参看 AdamS | 《Sobolev spaces 》 定理4 • 23. 

史 一 般的结果参看 E ,M . Stein ； 《Singular iategtals and 
differentiafility properties of functions)) p * 189. 

定理 S .5.9( Co 6 oji eB 嵌入定理）若是一个可扩张的 
区域， m > n / 2 , 则 (仍吖 以连续地嵌人 £：(◎)_ 

证（ 1> 我们巳经知道（习题 3.4.1) 

iiu|i = (j fiB a + !n 2 ) M i«icnr^)^ 

是的一个等价模.又因为 PGl 。 函数的 Fourier (逆) 
变換是连续函数，幷且 

IMI … 



而当时， 

<1( 卜 1 （DI 听 

4 c n，m |J ^ f - «• • 

所以 iiu ^ u ^ 价"’ 2 <10— cor ) 的一个连续 嵌入. 

<2) 今设利用延拓择子 r , 我 n 有 

^. c ll u lf w *， 3 (CM 

即 i : U bu 是(豆)的连续嵌入， 

洼更一般的眹入定理，不必限制 P = 2是属于 CWojieB 
的，正是 

⑴)…⑼ （+ 令 )( 当 o 

W^iQ^C(Q) ( 当爪>+)， 


其中4表示连续眹入. 

定理 3.5,10( ReNicli > 设 Dcir 是一个有界可扩张区域， 
则 Wi (£0 中的单位球在 "( D ) 中是列紧的， 

证要证： tU ( w m ) rc =^ K ^), 可抽出子列 

，使得在 D ( D ) 中收敛.为此记= T Wm ，其中： r 是扩张 
算子，幷且由习题 m 不妨设在公共的、在 it 中紧的集 
合 K 外为 0. 我们要证 

ll u 〆-U l^o^O C 当 m ， t p 〜 oo)* 

注意到 il ^ \\ i ^^ c \\ u P ' — f/ w j | fw ) 

; CO -0 m ' (on 
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其中 




㈣ 4 1 ⑽， 

^o be 疋） • 


C3.5.7) 


由于 FmBLW 〕< C 以及 qe - 21 ^ dePOO ， 再根据 Hilbert 
空间 1*( R *> 的自反性和 EberUin - m H y ^ flH 定理，有子列 { m ’ }， 
使得弱收敛. 从而（3.5,7)蕴含了对\^6尺'汐^(0收 
敛，又 

< Cmes (^)]^'!| t /^| f L 2< coii 3 t t 

这对 Vr >0, 


a >- v Pt < r > i ^ = j 




然而 rr < 广叶 a + \ n z y \ t )^ co - Op . < o \^ 

< 2 r -4 ( i + coi 2 ^ w P , ( or ) 吋 

J 

<2r~H\\U m , f, s + fl tV 


共中 A/ 是一个仅依賴于扩张算子 T 的常数. 

V 取 r 足够大，使 Afr4<e/2, 固定 r, 根据 Lebeague 

控制收敛定理，当^^/足够大时， 

I cr> - Cp cdi 2 ^<^* 

即得 ||w m , - Up , IIP ⑼- +0 饥、 P， — oo >* 

推论 3.5,11 若 是仟意的有界开集，则 WS’ 2 (^0 的 
单位球在 IKD) 中是列紧的 
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证与定理 3.5. 10的证明梠似， 

注1妒有时记作命 KO ， 根据定理 3 .n 它也就 
是例1.6.16中的^^03). 

注 2 更一般的 A 论是厲于 KoHTpameB 的，叁宏 Adams t 
«Bpbolev spaces » 定理 6, 2 * 

注意到 

可见它们的典轭空间之间有如下 联系： 

这表明 Co $ ojieB 空间的共轭空间是山比雨数 
吏多 的广义函数组成的.以下将邱 OS >* i G 作幷用积 
分形式把其中的元素表示出来. 

定理 3.5. 12 为了 / eH - m ), 必须 kL k 须3 
使得 

<f f 9>= 2 f <\/f 

nn^» J ° 

证充分性昆然，只须 证必要 性.设因为 
H ? CQ ) 是实 Hilbert 空间，应用 Riesz 定理，/对庖着一个 k 
H ⑽，使得 

_— p - _ - 

</j> 二 O J>m =s Skx) • ^^(p^xydx 

jcr |< f»J 没 

= y] f 心 <v, 
]0 

， _ ( 3 人 8 ) 

推论 5.5.13 每个 /eH - "( D > 是 i 2 ( U > 函数的广义微商之 
有限和： 

/-<-l> ,ff| S 卜 L deP(iJ)), (3.5-9) 
证根据广义微商定义， （3.5.8) 蕴含 (3. 5, 9). 
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洤 1 如果先绐定 〜 ei 2 ( Q )， 那末由 （ 3 . 5 . 9 ) 定义一个 /e 
逆 /( Q ), 注意此/在 h "< l > 上的连续延拓可能不是唯一的•但 
是此/在丹〗 ( d > 上的连续延拓却是唯一的，这是因为 ckq ) 在 
中稠密 （定理 3,5. 3 )，幷让\/丨<<7«有 

\<^9. t f> I< h WlhMh^ cv^ec^<D)>, 

㈥ 此， C 3.5.9) 给 m 了属子^^"(^)的广义函数的特征 • 

迂2根据嵌入定理 3.5. 9，当^>^/2时， Hyfl ) 可以连续 
地嵌入因此当 m >^/2 时， C (仍上的线性连续泛函属于 
(句 • 特别足谷函数属于例如当 《 = 1 时，设 
，则 

沪卜 K 5 Xof 妒〉 = P ( r 0 ) 

在 C (点）上是线性连续的；从而 

习 题 

3.r } .i 就 o = = {(x L , …〆 „)eirU» ： >o } 的情形验讪 

定理 W5. 

提示 vwooew _”（ D ), \/ e > o ， 请考虑 u ,{ x ) = uc ^ 

+ 0，共中 ^ eR""S 〜>一^ 

3.5.2 若 aej , J 1 J a ■ 幷 

i 有常数 C (依赖于勾，使得 

■ Gt * U\\ w m,p <C||li|j w «，， . 

3.5.3 若 m > l ， 求证： 

L 5.4 设 D = ( a >)， V / eDW )， 求证： 3| 使 

得 

d 2 x 


miTif^x ^ L 2 (D) 到的线性连续算子 * 
3,5,5 1 ； D ? 求 liE: 
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<2> /00 绝对连续； 

( 3 ) (这里 〃”指 的是求 p . p . 微 商〉， 

3.5,6 设(定义见习题3.4,2>， 求证： 当0> 
«/2时， 

Cl) /(Oe^ l (R ,l >i 

C 2) / h ) 与一个 R _ 上的连续柯界函数几乎处处 相筝， 

3.5.7 设又设 

\ a+ If P>~^7coe^<R*)} # 

在尺中定义范数 

II/II-™ =|(i+in a ) cv/gh-*^ 

求证 f 若 则它可以表为有限个 iHlO 函数的导数之 

和， 

提示 


ci + 一： /(Oe^<R B ) 


_ ho 

㈡ l + Li 


ePOO , 


306 


笫四章紧算子与 Fredholm 算子 

在无穷维 Banach 空间中有一类特殊的线性算子，它的性质 
与有限维空间中的矩阵很类似，这就是紧算子.它在积分方程理 
论和各种数学物理 R 题的硏究中起着核心的作用. 

关于线性代数方程的可解性结杲可以推广到含紧算子的线性 
方程中去，这就是 Riesz - Fredliolm 理论 • 它自然包括了带连续 

核的线性积分方程的可解性结果_进一步为了解决带奇异核的轵 
分方程的可解性问题，引出 Fredholm 算孑的槪念. 

对干紫算子的恃征馗问题可以时论得比较透彻，这个结果通 
常称为 Hieaz-Schauder 理设 t 

§ i 紧算子的定义和基本性质 

定义4,1,1 设身％少是石空间,设线性 ； 称 x 
是紧算子，如杲在夕中是紧集，其中是泛中的单位球， 
—切紧算子的:合记作 ecr , 夕），当义=夕时，记作 

连1为了 夕），必须且仅须：“对于少巾的任 

意有界集月，厂在夕中是紫集”， 

注 2为了 Ae © (萝，夕入必须且 仅须： “对任意冇界点 
列 {、} cz 义，中有收敛子列” • 

命邏 4.1.2 关于紧算子有下列简单 性质： 

<i) 

证 因为是连续的，所以若夕），则 

Af A sup |>Ijc|J = max |j^|f <^oo=>IAjcI^M|jcI 
■ 1 , > 
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a > 若则 
( 3 ) 在夕 （#， f y )「 hPiJ _ 

证设力（打=1，2,…），轧 FrTl . O ， 要 
证：\/0>0， 取 U 6 N ， 使得 

\\ T n ^ T \\< l f 


对取有穷的 e /2 网，设它为 {. U / 2 , …，则 

m 

Tob ； )c=|Jb<^ > o ； 

i - 1 


从而亇有有穷的 f 网，即得7\4)紧* 

(4) 设46©(及％7)，又设， oC 煮兒一个闭线性子空间， 

那末 

(5) 若 则 r ( a ) 可分. 

44 

证及(八）= IJ / MCBO , 由 ACA ) 列紧，推山可分 • 

**1 

C 6) 若 Ae 夕而乃 e 文（#，7)，幷 s . 这两个算 
子中有一个是紧的，则 

钲因为连续线性算子把有界集映为冇界 S ， 把紧集映为紧 

集 . I 

与紧性槪念密切有关的是全连纹槪念. 

定义4, 1.5 称 ze 夕，#)是全连续的，如果 

x^x(^)^Ax n -^Ax(^) m 

命理 4.1.4 若夕），则 Z 是全连续的 I 反之， 
若 /是自 反的，幷且力是荃连续的，则 

证必要性，设喪 ffi : Ax„-^Ax ^ tf , 用反证法， 
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倘若不然，则 3 V > o , 及{〜}，使# 

| ylr n ‘ - Ji 冰 • 

由共鸣定理，有界；又由 a 紧，从屮夂可油出芋列， 

不妨仍记作{&,)，使得 a 〜 〜但 

<.V* f Ax nt - 女 > = <A*p* } x ni -JC >-^0 C V J^*') f 

即 h n < ^ y ， 从而怎，这便导出矛眉. 

充分性，利用 Eberlein - ElMyjiflH 定理（见定理 2.5. 28〉，若 
{〜} 有界，則必有子列^由 Z 全连续推得故 

定理 4 J .5 7 1 C - a <^^)^>7 1 *6 G (^, c r *). 

证必要 n . 要证： 若中的争位球），则 {fh 
屮有收敛子列.对 v « eN ， 令 ___ 

W 然 ^ec ( tcb ^ k vneN > ? 我们只要证明 {〜} 作为 
c ( r ^;)> 上的函数列有一致收敛的子列就够了.事实上，我们 
有 

kn(i/)l<ll^ ： !llbl<!FI CVn6N,Vye7W) 

及 I 炉《0/> - 〜⑻ \^\\ P*n II 卜爿 I 

( v « eN , 这两个式子分别表明 {〜} 是一致贫 
界和等度连续的.由 Araela-Ascoli ^ M , {〜} 小冇子列在 

中收敛，即得 { T ^ vt } 中冇子列收敛. 

充分性.用必耍性的结论，可见 、夕〜 K 但 
直接应用命题4.1.2(4)»即得结论 . | 

以下给出紧算子的例. 

例 4.1. 6汶幻 C 及，是一个有界闭集 JeC (£3 x £0, 取酽= 
若令 

T : ui -^ K(x ( Vu 6 C ( D )) , 

J Q 
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則穸乂 

钲只须证了^是紧的，为此用 Arzcla-Awoli 定理•若 

max \ K ( x f ^ y\ t 

则有 l | Tu ||< M [| ulmes 03)， 又对 V ^>0, 由 K ^ x^y 在 Dxfi 中 
的一致连续性，]5>0，使得对 wefi ， 有 

\ Kix t }/) -尺 （ x ’ | r-f 丨 <5), 


从而 


ICHO 00-(7^)0 ，M 

，川 WO /) I 办 

<^e||u||mes(£)) \x-x / \ <^) # 


例 4.1.7 设公 [ IT 是一个有界开 S 域，又设 3 6 义 （ W ⑴) > 

滿见 

I 

其屮 c 足一个常数，那末 Ae © (/ noo ). 

证 由1^11411定理<见定理3.5.10),*: /^(0)— L 2 (0) 是 
紧嵌入，乂 连续，应用命题 4.1.2(6) 即得结 

论. 

以下讨论紧算子的构造. 

定义令 1 _ 3 设义 <：煮，夕）， 若 dim 及 ( T )< oo , 则称 T 
是有穷秩 算子， 一切有穷秩算子的集合记作 f (，， JO , 显然有 


定义 < 1,9 用 _ 表示 y 列算 子： 

x \-^< f f x>p cvxe^ f 

称它为秩1算子 • 

我们用秩1算子表示夕），有 

定通4 丄 10为了 Tei 7 (襄， JO , 必须且仪现3^6^ 
以及 he 煮 *0 = 1,2, …， rO ， 使得 
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r = S 的财“ 

i = 1 

证 充分性足因为 = sp an { hfh ， …，:下 证必耍 
性. 在只 ( O 上取基 { u 。 … ，友 n)，!PjJ V ^ 6 ^ J 3 I {^ i (^)} J-l r 
陡得 


Tx ^ 

# -l 

兹 ijJ^i 是尤上的线性连续 泛函： 

(1) G(i = l ， 2, … ， n> 是线性的，这是山于 T 的线性及 i * 表 

示的唯一性； 

H 

(2) G 是有界的 . 事实上，注意到及 ShOOl 都是 

#-1 

及 CO 上的模 ， m dim R ( T ^ < oo , 所以它们必须是等价模*于 
昆 3 M > o , 使得 


2 l«iW 1^1! CV ^ G ^). 



因此， 3 fi 6 龙 Hf = i ，2, …， n 〉， 使得 

</ if x > = ii ( x ) … ，， o . 


Tx = ^j /i </ tf x> 抓 )w CV^e^r). 


回过来硏究的构造，因为①（及％夕 ), 
我们问：“尹(足 ; >) = (E (及％夕）对叫？”以 K 不妨设夕=身％ 
(1) 若，足一个 Hilbert 空间，这足 对的. 事实上，因为 
v^ee (^ r ) f T ( Bj ^ r 所以对 vc > o 有飪穷的 e /2 网{力，^, 

…， Jn }， 
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令 …幷合 为五 •上的正交投影，那 
末 幷且 vxeBh 3&(1<*_<打>，使得 


\\ Tx - ^ it <- j , 

从而 ii/ j /g _ 力 [| 二 <+• 

由此推得 i|T^-p.rx|| < £ cv^e^i), 

即 

C 2> 荇貪是 Banach 空间，利用命题 4.1.2(5) ， 我们只须限 
于考虑可分空间就够了， 

定义4,1,11设#是一个可分的 Banach 空间，及％ 
称为是貪的一组 Schauder 基 是指 ： \j ， 存在唯…的~^个 

序列{<^00}，使得 

N 

lim y ] C n ix ) c n < J ，）. I 

次— m n-i 

山干 vneN ， 对应的唯一性， c n u ) 坫賞上的线 
性 iM 数 . 我们将证： 

弓 I 理 4.1.12 C n 00 泣，上的连续泛函. 

姑凡先承认这个结论，等一会阿同过来证明这个^[珂，我 fn 
来证明： 

定理 4.1.13 若可分 B 空间#上 有一组 Schauder 起，则 
证 （1) VN ^ M f ^ 

N 

( V 工6#)， 

*- 1 

^ R N ^ 1 - S ^ r 则由共鸣定理，3兄>0 ， 使得 

从而 I 队! KH , 

(2) 若 ree ( w ), 口>0，要找有穷秩算-了 ' 7%，使得 〖 r ， 
ZIZ 



TA <^ ^ 存在有穷的 V [3( M +1)] 网 

即 vxeBu 有力 使得 

又由 Sciuuder 基的定义， 3 WeN ， 使得 

U = 1,2 ， -" ， m\ ( 4 . 1 , 2 ) 

但因卩 J / IKM ， 所以由 U .1,1) 有 

M 

^3( A /^ TTy C * (4.1.3) 

肤合不等式 <4.1.1)—“. 1.3〉 就有 

UTjc -0 svr > x||<e c v ^ e ^ o . 

取 t , = s w r 即得所求. 

引理 4.1.12 的证明在，上引入另一 个模： 

M = sup \\ S N x if , 

其屮不难谢 ㈣ 按 []- n 是完备 

* ■■ 1 

的，幷让 

| 义 | = Jim|lS^||<[]x[l ( V r e < 2 ? \ 

由等价范数定理(推纶 2.3, 13〉， 3# i >0, 使得 
于是对 v « eN , 我们有 
由此可见， VneN , 

I ⑻ I j|e fl r i ll^ll (v jf e #)* 

故是连续的 (n = l ，2 , … ），I 

Banach 曾 提问： 足否毎 仑 可分的 Banach 空间都具有 Schau - 
tier 基 (1932)? 如果这个结论是对的，那么便能推出 
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在(龙> •然 而直到 1973 年，才由 Enflo 作出否定的回答^存在一令 

可分的 B 空间和它上的一个紧算子，这紧算子不能为有突秩算子 
所逼近，参看 P er counterexample to the approxima— 

tion problem in Banach spaces, Acta Math m 130(1973), 309 一 

317 .不久， A.M.DavU 给出了一个较筒单的证明，参看 Daie， 
The approximation problem for Banach spaces ， Bult w London 

5(1973) ,261-266. 

习 題 

4,1,1 设方是一个无 穷维忍 空间，求证 •• 若 
则 A 沒有有界逆. 

4.1.2 设方是一个5空间， Ae 幺（身0满足 ||ybc|l> a M 
(vxe^) t 丼中 a 足正常数*求证： zee: (义）的充分且必要 
条件是％是有穷维的* 

4,1,3设褎，夕是 B 空间， A6 文 or, 夕），尤 eGC^%JO, 
如果 J2(A)C： 及(凡)，求证： Aea(^ t J^) r 

4.1.4 设 H 是 Hilbert 空间 ， A : 是紧算子，义设 

X n ^ o f Sfn ^ yo , 求证： 

( 、，八 1^>-^ 。，乂犮 0 > Xn-^oo). 

4.1.5 设#，夕是石空间， /escr， 夕），如果及 (A)gi 
ildim^(A> = oo , 求证：(身％ 少） _ 

4.1.6 设… eK，w n -*0(n-+oo>, 求证： 映射 

T ： {“ 卜 《} <V{“W) 

是 "（P>1> 上的紧算子- 

4.1.7 设 aeir 是一个可测集，又设/是 o 上的有界可测 
函数，求证：戶：欠⑴是 p(Q).h 的紧算子，当且仅 
3/ = 0( P - P . 干。) . 

4.1.8 设 DCIT 是一个可测集，又议凡求证 f 


ZU 



A : u(x) i-^jjCCx.y^uiyydsf 
甚 1 *( 0 ) 上的紧算子. 

4 . 3 . 9 设 H 是 Hilbert 空间， AeG ( H > ， {〜} 是 H 的正交 
规范集，求证： limCAfin ,^) = 0 . 

, -*-OP 

4 . 1 . 10 设倉是丑空间，方 0 是倉的 闭子空 吓 
幷使得 求证： 映射 

T : [ x ] i -^[ Ar ] 

是商空间上的紧算子. 

4 . 1 . 13 设身％夕，艺是召空间，煮 C 夕 C 艺，如果夕 
的嵌入映射是紧的，艺的嵌入映射是连续的，恭证： Ve > 0 , 
3 。 00 > 0 ,使得 

M,< e W[+ KOMjf ( V3c€^>. 

§ 2 Riesz-Fredholm 理论 

本节硏究与紧算子有关的算子方程的可解性问题，具体地 
说，设貪是一个 S 空间， AeG (史乂 又设 : T = ^- A , 其中 J 表 

示恒同算子，我们 要问： 

Tx^y C 4 . 2 . 1 ) 

对哪些方有解？解的结构如何？ 

1 . 从# = it 入手，这是线性代数中早就硏究过的.记 
T ' = t y = {^ i }?- i , 我们知道：为 了 （ 4 . 2 .U 

有解 X ,即 

n 

= <i =1,2,…•!!>， 

J-i 


必须且仅须 

零 

其中 r J = ⑹}:叫 eR fl 

S-I 
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亦即 y 可逋过 = ，…， 《) 线性表出.而这又等价+，若 

d 则 

丄7、 (/ - 1，2,… r ny f 

即 

(> = 1，2广.,打>_ (4.2.2) 

* -1 

结论1为了 veR •使 （4.2.1) 冇解，必须 且仅须 
< y > 二 Q CV ^ eR " ，适合 Th = 0>, 

其中了*衷示了的转置. 

结论2关于方程 (4.2.1) A 有两种可能情形： 

(1) 或者 weR /,(4,2.1) 总有解，而且是唯一的, 

或者有非零解，这时7^ = 0的非零解的极大线 
性无 关组的 个数与 T*X = 0 的非零解的极大线性无关组的个数 
相等， 

2. FredioJm 硏究过下列积分方稈， 设尺 eC ([0, l ] x [0. 
- U ). 考寮方稃： 

=|^(^s)jf(s)^+ j/CO, (1.2.3) 

及共卄軛方程 

/<0 = j 。兀 +5 ⑴， <4.2,4) 

其中 n / dei 2 [ o ，]]. 得到如下结论： 

蛣论1 关于 方程（ 4 . 2.3) 只荷两种可能 情形： 

0> 或者 \^€[^0，1]，<：4.2.：0存6£唯一解161 £ [0,1], 

( 2 ) 或者当 y = 0 时，（七2.3)有非零解. 

结论2方稈 （4,2.4) G 方程 <4 t 2.3) 的情形一样，即丐 

(4.2.3) 的第一种可能发生时，（ 4 .2.4)也发 生第一 种可能性 j 

(1. 2 .3) 犮生第二种可能时， （4,2.4) 也发生第二种可能性_幷且 

( 4 . 2 . 3 ) 与（ 4 . 2 . 4 )对应的齐次方稃的线性无关解的个数是相同的 
有穷数， 
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结论 S 在第二种可能性下，为了 （4,2.3) 有解，必须且仅须 

J:/(OK ⑽= 0 

( V /，它是 （4.2.4) 的齐次方秤的解）；为了 01.2.4) 有解，必须且 
仅须 

(7\它是（4.2.3)的齐次方程的解>_ 

3. 比较代数方程组与积分方程，它们的结论竟是惊人地相 
似，实际上，它们是 H 为一般的算子方程的普遍结论的特殊情 
形，我们先引进 

记号 v 7^文<身 0 ,记 R(TyATcry ，以及 

N(T-)A{xe^\Tx^ 0 } m 

又对任意的记 

w4{/eW| </，> = (? cveM)} t 

cv / e ^ V )}. 

又若/满足 </^> = o , 便筒单地记作 

/丄欠_ 

由这些记号，当了 = /-乂时， 其中 

ri 

A: jc(t)h^ K(t J s)xCs')ds f 
J o 

三个 Fredholm 结论坷以川简练的形式表达 如下： 

结论1 NCTy = {6}^> RiTy^^ m 
结论2 < rCT ) = cr (7 ^)，IL 

dim N(T) = dimN(^T^y < ； oo + 

结论 5 RO ^ Na ^ y ， RiT *) = l NiT) r 
以下我(门对一般的 F 二 h A(Aee (f )) 证明上面三个 Fred - 
holm 结论.然而 ，一股 地， VTe 义（少），下列关系是明 显的： 

R(T^y^N(Ty f ( 4 . 2 』） 

瓦 fr -)2； VW ， R ( T ^ y ^ N < iT) p U 乂 6> 
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又 ， v 况，况 c ，*, 有下列关系， 

(4.2.7) 

JV 匚 JV 1= =^N^ ： DJVt. <4.2.8) 

于是可得 

引理 4*2.1 若7^义（#)，则 

R ( T ^ = NCT * y T RCT * f ^ J MCT) t (4.2.9) 

证联合 （4.2.5),(4.2. S ) 及 （4,2. 8〉可见 

^ rycjv (： r *) 丄二（上 ^(了）；)丄 4 

1 须再 i 正： CRCT ^ yaRCTy . v ^6 C L ^ Cn>S 要证： 

根据1^11 1 1-83 1 1此11定理的推论2.4.8，只要 iiE : 

/ OR (： r )) =0 c V / e ^*)^/ a 0 ) -0, 

即 /6-^(^)=>/(^ o ) =0. 

而这 in 是 C 及 CO)i 所蕴含的攀 
同理可 I 
于是问 何时只 co = Rcn^ 

定义 4.2.2 称 Te 文 Cf ) 是闭値域算子，是指 

RCTy ^ Rm . 

定理 4.2. 3若』 (身 0,则7 1 二 J-A 是闭値域算子. 

证因为 NCO 是才 的闭子空间，考察 

f ： fDOAT^. 

显然- /? CO ，幷且？还是线性有界的，满足 NC {[0]} ， 
即沪的逆算子存在_为了 证明只 com , 只须证铲 -1 足连续的. 
用反证法，倘若! r - 1 不连续，那末3 {[&]>, 使得 

= 1(” = 1,2，*.0，但妒 ( n ^ oo ). 

因此对 VneN ， 使得 

U x « II ^ 2 0 i = l ，2 ,，..〉，(.f — Ayx n —*^9 ( n -^ oo >* 

由八紧，有子列使得力从而 
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x tl]i = Ax nt + o - A ^ x n ^ s % 

于是有 = 即得 = 阁此 

1 [ x n t ]!l = |fC iV n t — ^ If^fij -怎 I—O- 

这与 ll>h]l 矛珩. 

>t 砧明中引进的算子〒称为 T 在# /WC0~W；(*0 上诱导 
出的算子， 

眹合⑴璉 4.2. I 与定理 4. 2,3 得到 Fredholm 结论 3 ，即 
推论 4.2. 4 若 a 紧，则 i?(r) = jv(r*)\ 以了 ”— 叫了）， 
其中了 =J-A. I 

现在来 证 明 Fredholm 结论 2, 前一条其实对一般有界 线性 
算子 F 都对，正是冇 

定理 4.2. 5 若 Tesc #)， 则 a(r) =(jor*)_ 

证 只须证： T-icr*)- 1 
必要性，因 0 1 一 YC 见习题 2.5.10 〉， 所以结论是 
砬然的. 

充分性 . 由必要性的结论推得 （r ** 厂 1 又因 t = 
所以 T 是I-】的.# 且及 COCf 是闭的 • 将证： RCT) 
倘若不然，则3/6泛*,/本0，但 

fe ± RCTy ^ Nir*-) t 

从而* T */ = 0，因为尸*可逆，所以/ 这是一个矛盾，于是 

至于 Fredholm 结论2中的后一条，实际上包含两个內容： 

(1) dim NfT 1 )<oo . 这是由 J 1 w ( t ) = Z I w(n 是紧算子导出的 
( 参 看习题 4.1. 1>* 

(2) dim NCT) ^dim 实际上，这条联同 Fredholm 

结论3 ,可以导出结论1 . 这怂因为 

N ( T ) — ^0 }=>dim N ( T ^^ ^ dim N(Ty — 0 
☆ N ( T *) = { 9 }^ R ( T ) = U ( T *)^ = 义， 
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然而， E 接 i 止明 dinwVC /) 幷不容易，我们宁可先 

去证 Fredholm 结论 1 即 ， dim N ( T ) - 0的情肜的结论，亦即 
定理4, 2. 6 = a ^ V ( T ) = {0}, 则 

/i(T ) 二 

证川反 iiE 法.倘泞4：然， !1 w 0 --- C ^ jc - t )ik ^ 

],2 , 那末闻为 0 ， JvL T 足]- 1 的，见 

用 Ri<?sz [理 , 3 J ^ fcl ! = 1, 但 

dist iy k ^ k^> 1 2 - (七 = 0,1,2 ，…） _ 

于是对 VP ^ eJNT , 我们打 

|{ j^n - + = l|y?i X ft + 7'^/n + p *" J^n + PI> 

这足因为 

TVn - ^yn + P + ^n + P^^n + l* 

从而与 X 的紧性矛盾 .I 

为了闽过來 iiH Fredholm 结论 2 的后一条 （ 2), 

dim N(T) = dim ^(7"*). (4_2.10) 

我 n 要引进 

定义 4,2,7 以 Mcz 少是一个闭线性+空间，称 

codim A/Adim(^ /M'y 

为 M 的佘维数 . 

引理 4,2,8 设 Me ：， 足一个闭线性 f 空间，那末 
证 v/d 因为 

Kf ，丈 2 〉 C ^ ^^2 & I ^1 ― ^2 & aW) f 

所以/诱导出，/抑上的线性泛函^7， 

< Tf f M > A </,%> ( v ^ eM ) CVMe ，/ m ) ; 

C4-2 ， 12J 

幷由此得出 


z?A 



l<jT/^3 ： >1<f|/j|Jx|| c V M>C V Me 

从而 ^{ p \\} 

j e [ i ] 

=ff/ll]|W!l < V M e ^/My t 

即 77 e (#/ M )' 且 I 7 YKI/L 

反之， v 7 eC ^/ M >*, 作 / 如下： 

< v ^€. r >, (4,2.13) 

其中 O ] 是含 r 的商类（妒对 M ). 由 （4. 1.13)， 我们打 

l</^>KI ； !BMII<ilfllli^ll (V 作 #), 

由此可见 / e ^' 且 l / llsllfu . 还由 （ 4 . 2 . is ), 易见 / eiM ; 
又此较 <4.2.12) 芍 （4.2.13) 即可抿川 TV 

综合上述两方面，我 H 证明了映射 

T : 

是线性等匝满射，即得 （4.2.11). 

引理4.2_9若 T ^ I-AM 

codim R ( T^^dim N ( T) m 

证用反证法* codim R ( T)>dint ^ V ( T ), 那末必有 

f / RCO 的眞线性子空间使得 

dim M x - dim iV(T)j 

因此存在等距线性同构 v : iar , ' MT^^/NCTy 

—及 （7 1 ) 上诱导山的算子，幷令 

炉‘: CO ㊉ M l; 

那末况 (尹 > = {(?}，幷 FL 炉也呈 W 〜紧算 子”的形式，山定理 
4.2.6, 便得及（乃=少，即化 ㊉ 取了），这与 M 1 f ^^/ R <： T ) 
的眞子空间矛盾 . I 

利用 这两个引理，我们给出： 

(4.2 J 0) 的证明由引理 4 , 2 . 9 以及推论 4 .2. 4 ( Fredholm 结 
论3)，我们有 
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codim R^TyAdimCj^/R(T}} = dim((jr/^cr»*) 

二 dim (丄 RCO) =dim (丄 （N<T*) 丄） > 

>dimiV(TO, (4,2,14) 

同理 ， codim iV(T*^»dim JVCT), (4.2.15) 

联合 （4.2.14),<4.2.15)， 幷利用弓[理 4.2.9 及定理 4.1.5 即得 

dim N(T*)<codim R ( Ty^dim N ( T ) 

^codim J?<r*Xdiin iV(7^). (4.2,16) 

(4.；i.16) 本身蕴含它的一切不等式均为等式，千是得 (4.2.10). 
总结起来，有 

走理4,2,10若 Aeecr >， RT ^f-A, ^i| 

(i> 

<2> <T<T)=a(T*)i 

(S> dim iVtT 1 〉= dim ]\^(7"*)< ； 00 ; 

C4> R (, T ) ^ N ( T^y f RCT *^ = 

以及更一般的， 

(5) codim i?(T") = dim iV^T 1 ) • 

习 s 

4.2.1 设#是£空间， MCf 是一个 m 线性子空间， 
codim Af - n , 求证：存在线性无关集 C ，％ 使得 

H 

从 = n NtjPk)* 

* -i 

4 . 2 j 设免, j 是两个 s 空间，是滿 射的. 
定义 A JT/WCT)， 夕如下： 

TM = Tx ( V X ^ [ xj )( v M ^ < S ^/^ (T)) f 
求证： 丨足线性同胚映射. 

4.2.3 设义是 B 空间，都是方的闭线性子空间， 

如菜 

^0^1 = ^ = 兄汪 ) 乂， 
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求证： '和 司胚. 

提示只要证明都与， / M 同胚， 

4.2.4 设 = A ， 求证 t 

⑴ vMe ^/^ c ' T ),3^ eM , 使得 Ik 。!! = IliXlJl * 

(2) 若 Me 龙, 使方程 = y 打解，则共中必有一个解达 
到范数最小. 

4.2.5 设 AeG (^ r )，[I T = J ~ A t V ^ eN, 求证： 

Cl )」 V < Jb 是有穷维的 J 

(2) 是闭的 • 

4.2』 设 M 是 B 空 f 「]]， 的闭线性子空间，称满足 = P (幂 
等性)的由#到対上的一个有界线性算子尸为由，到对上的投影 
算子 • 求证： 

(1) 若 M 是貪的有穷雄线性 : f 空间，则必存在由煮到 M 上的 
投影算子 f 

<2)矜 P 娃山穿到加土的投影算子，则/一尸是由，到 
只</-尸）上的投影算子； 

(3) 鞞 P 足由妒到 AJ 上的役影算子，则龙 = M®N , 其中 
N = i?(/^P>j 

(4) 若乂 e ( U 龙 = 则在代数与拓扑同构意义 

下， 

JV(r)® 方 /JV(r) = ^ =及 CO ㊉ 方 /i^T) • 

§3 紧算子的谱理论 
(Riesz—Schaudei 理 i 仑） 

这一节硏究三个问题： 

1. 紧算 T 的谱的 分布； 

2. 不变+空间； 

3. 紧算子的构造* 

对应 到矩阵，每个 M 题都行淸楚的答案 r 1_矩阵有特 征値， 
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丼个牧:: C 在间的维数；■在着 n 不变子空间〖： i , 刹用一列不变 
子喵问，讨将矩阵化为 Jordan 标准形. 

M 顾笫二京 § 6 ，这些 M 题是筇子谱论的中心问题.正如该 
节各例所 i ， 般 ff 界纟 m 算子的谱巢很复杂，这些问题的答案 

是不完全的或 七甚淸 培的 . 然而对子紧算子，在本节中，我们将 
进行详尽的讨论，幷得到满 : a 的洁 
；^1 紧算子的谱 
现在考察问题 1 ，我们饤 
定理 4. 3,1 料 Aec(f ： M:ij 
⑴0£7<>1),除非<^111，<00; 

⑵ ^( A )\{0}=^ P < A )\{0}, 

(3) <^(4) 至 - 多以 0 为聚点 4 

■uE (!) 足习题 4.1.1. C2> 是 Fredliolin 结论 1* A 须 ilfi 

(3) , 川 KUi: 法， ff^] rs fl 

( 当 17 关 m) A 本 gO-kco ), 那來 

5〜e N(Ji n I - j4)\{^}(n = 1 '2，，.）. 

我们私： 

沾线性无关的.事实上，可用数学归纳法 
i 正明，设此續论对成立，荇有 

e/v(u — 乂 ⑽}, 

n 

使得 1 则宵 

* - I 

w 

乂 n + + 1 = 人 、 +1 = a i ^ j ^ f s 

* - l 

N 

从而 ^ t a i0 n + \ - ^i) x i = 

i - 1 

由们纳法假设 { h ， …，^} 沾线性无艾的，所以 

di - 又 i) a i :: = 0 0 - 1,2,*** ，打 ）_ 

这与 S + 矛盾.因此 {& Ja , …，、 + i } 是线性尤关的 
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2^ 若令五 ntspai ^ h 则 应用 Rl^SzUf 

理， 

彐 6丑 rt + i ， 使得 11〜+1 |j = 1， tL dist ( j ^ + j ,丑„) > < . 

从而对 V \ p € N ， 冇 

二 |^n + P _ ^S^7l ^-P ~ ]^ t Vnf P ^ ^ 

达是因为 

- 1 ^"" A^ n + P -T y Ay n ^ £ n + p-i . 

^ n+P 

这便与 A 的紧性沪盾. 

注本定理表明：对了尤穷维空间上的紧算子只冇三种 
可能 情形： 

⑴ ) == { 0 }; 

(2) ot /)= …， A ft }j 

(3) a ( j 4> = {义1，又 £ ，'*.，々^**,0}厂片中 
M ： 举例说明：这充种情形都可能发生. 

3.2 不变子空间 
现在转向问题2 . 

定义4, 3. 2设，足一个召空间，称为是算子 Ae 
夕（身0的不变子空间 ，^ A ( Myc . M ¥ 

由定义可见 ； 

命届 4.3. 3设煮是--个 B 空间， A 62 C 煮），那末 

(1) 都是 A 的不变子空间 I 

(2) 若 M 足 A 的不变子空间，则赝也是 A 的不变子空间； 

(3) 若 A € A ( A )， 即 A 是 A 的本怔値，则 7 V ( A /- A ) 是 A 
的不变子空间； 
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<4) ，若记是任意多项式 }， 则！^ 

是/ 的不变子空间 • I 

当 dim 孑= 00 时， yAe ^ i ^ yy 问是否一定存在着 a 的一 
个非平凡的 m 不变子空间 c 所谓平凡是指 ： M = 或泛0?这是 
一个长期未解决的根本性问题，直至1984年才由 C . J . Read 举出 
反例，表明存在一个无穷维的 Banach 空间龙及〜个线性算子 A 
€文（身0，使 A 沒有非平凡的不变子空 London , Math , 
没卽， 16(1984)337—401). 现在，还剩 " F 的问 题是： 若#是 Hil - 
beit 空间， dim,r = oo , 对 V 夂 （ f ) ,足否存在着 A 的非平 

凡的闭不变子空间？然而对子紧算子，有 

定理4, 3*4 若 dim ， 会2,则(東） 〆 必有非平凡 
的闭不变子空间. 

证我们不妨设 oo , A 关0,幷且 cr P (4)\{0} = 〆 . 
于是山定理4.3.1<2>，有 MA ) = {0}. 倘若 A 沒有非平凡的闭不 
变子空闽，则命题 4.3.3 C 4) 中定义的 i , 蕴含 

Tty — ^ * 

不妨设 iPII = I 那末3〜 e 煮使得 Mx p |> i . 于足， 
取仏灿 1), 便 # C 是紧集，幷且 

如今， v ^ ec , 存在多项式 tv = p ( a )， 使得 

l ^ yo^o ^ hi ] <1， 

从而有石 Vtt > Q ， 使得 

U r yo-J ,_3t oll< 1 C VJ €^C^ 0 ,^». 

由于 C 是紧的，有有穷覆盖 

■ 

U 恤 

卜1 

其中心 i ,2, ._•，"）* 从而 wee ， 使得 

^\y-^oiKu (m) 
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这里和以下我妁 AIU 己 A A 7^ (|’ = 1 ， 2, … . 

但闶（4.3.1> 蕴含石所以 又 ] G 

使得 

注意到 楚号 4 rj * 交換的多项式，便得 

fT ^ T ^ Ap - x.lKu 
如此继续下去，使得 

| n ^ j ( A ^)-^ |< T> 

或者 Kn 7 '^)^ 1 ^ J>H^W-1, 

设” max jjT ^ j , 便得 

1 <i 


IIII - J j|A*^|j (/i>KeN)* 

因此， 

当七 — oo 时，（4.3.2)左端极限是1/化而右端极限足 0< 定理 
2 . 6 . 12)，这便导出了矛盾. 

3.3 緊算子的结构 

最荷，我们再来硏究紧算子的玷枸，回忆矩阵分解为 Jordan 
标准形的过程、歩骤如下： 

(1>在有穷维向 量空间 V 上，称了是一个幂0阵，是3正盩 
数穿，使得 r «= o ， 记陡以=0的最小的9为这矩阵了的指标 • 
对于幂0阵，存如下 结论： 3 iH 盤数 r ， 

?i (分 * 6 NV = 1,2 , ._* 〆 ） ， 


以及…，使得 
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x 2 1 了 乂 2 , …， a -1 j 


Tx r t …， THjc r } 

构成/的基，幷且= = L 于是在 V上，幂0阵 

分解为1 W 个 Jordan 块，其对角线为0 • 

(2) 为了从給定的 V_f: 的矩晬乂构造出与之有关的幂0阵， 

设义是义的一个本征値.在每个 N<(A/-A)00*-I,2,»0b ? 
W -Afi 是幂0的，幷 H 况 （( w - a )O 还是乂的不变子空间■由 

于空间V是有穷维的，必奋 P6N 使得 

JV«A/-A)^) = 尺（（又 /-/)， + 1 )=…. 

其关键的步骤妞，能证明 V = /V((AJ->0O ㊉ 其中\^是7 
的-个线性子空间，满足：是可逆的，特別地， V^R 

x((Ajm. 

有了这个结论，我们便"『以从 a 的所有本征値七，…，心找 
到对应 的？ 1 ，…心将唣间V分解为 ® jV ((AJ-AVO, 因为毎个 

i 

N (( AJ - A ) N ) 都是 A 的不变子空间，而 

又 f’ - / - A) r i) 0 = l,2 t ,^t) 

是幂 0 阵， 我们就得到 A 的 Jordan 分解. 

现在我 fH 来把这拽歩骤推广到紧算子.设 >16G<^)^ = 
1 -^ 我们要证 

定理 4.5. 5存在非负整数 P , 使得 N ( T ，） ㊉ R ( T ，> ，幷 
且 T t ^ T\ R 竹线性有界逆 算子. 

为证这个定理，我们先考察任意的，大家知道有 
如下链的包含关系： 

而见一且有 …） ，就訂 NCn > N ( TW n > iO . 
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♦实 上， 


因此，称此链中仗得 w ( r *〉 =&(7^乃成立的最小整数 p 为零 
链 l 长，订时记为 p < T ). 

同样，我们也有下列链的包含关系 s 

貪 2 R ( t ) prct z )q …， 

而且一旦 R ( T ” =尺（: T * f1 )， 就 ^ i ?< r *> = j ?( r -) CVn > Jt ). 
事实上，若托及 （『 u ), 则3把#， 使:得 x = T * + 1 并， 令 TV = 
T k s , 便得 

因此，称此链中使得只及 ( r t +1 ) 成立的最小整数9为像链 
长，布时记为 4< T ). 巾定义，我们有 

0 = 0令令斤（：0={0}_今『是单紂. （4.3,3) 

々= 0会今 /^ r >=， 令今 r 是满射 • （4.3.4) 

问腰 Pd —定旮穷呜？ P 与4有什么关系? 

一般来说， PW 都可能是 CO ， 然而冇： 

引理4_3*6若 T ^ I — j 4^ 八6这（泛），则 p = q < oo • 

证⑴ 用反证 法*倘若不然， 则有： 

ii ( r ) 呈 7? CP ) 吴…， 

注意到，对 

2(:)( 一)…+紧算子， 

i-i 

所以 i ?(7^) 还是闭线性子空间 • 应用 Rie & z 引理 1.4. 31,即得矛 
盾（推理过程与 定埋紅 L 6 的证 明同样）. 

(2) P <《， 由定义 ，只 (以> 二巩7^1)，应用定理 4 义 10(4) ， 
dimN (7^) = codimRCT^) = codrmi?(T T + 1 ) = dimN(7 ，ff + J ) , 
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子是由可见 JVCTO = A/(W 1)，洱由 P 的定 
义，即得 P <<7* 

( 3 ) ?< P . 同理， 由定义 = 以及 

codimRCT r + l ) = dimA^T 1 ^ 1 ) ^dimN^T r y ; codimi?( 7 ^). 

定理 4 . 5 . 5 的证明< 1 〉事实上，若 

i^up = T^ Xf 贿 T* y = Q r 

从而 

xeNim 

(2) 义只 d 事芄上，对 pe 會有 

^x^RiT*^ =RiT 2w y f 

因此 ] we 』％ 使得 = 令夕 at 〜 便有方 4 

x - y ^ MiT ^ f 这是因为 7^ = 7^. 干是得 

3c = $f-f-s (jf^R(X r y ，z &n cn • 

C 3) 有线性有界逆算子.韦实上，因为 

R(T ，、 =R(T r + 1 ') f 

可见7\是满射的.又八是^的，这是 因为： 若 j / e 沿 TO , 且 
7> = 0,則义，使得$ = 了〜，从而 

x6Ncr， + i y = Ncr，） t 

即得 y = 于是由逆算子定理即得结论 . 1 

根据这个定理，对 F 任意的 Cr ), 从它的一切非0本 
征値 A ， A a ，… ，我们可以找到对应于= A f J - A 的零链长= 

■ K - 

1,2,…） • 在空间 ® N (( A - AVO 上，算子>1有对应的 Jordan 
标准形. * 1 

更精细的讨论参看 RIagrose , Non aetfadjoim compart 
operators, Van Nostrand^QJl)^ 
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习 


掘 


(本节习题中的#均指 B 空间〉 

4.3.1 给定数列（〜}，在空问 P 上定义算子 d 如下： 

A： C^l *■* )^< a l x： l ■**>； 

(1) 求 dey(P) 的充耍条#是 3M>0, 使得 

(2) 若求幷判别谱点类型. 

4.3.2 在 C[0,1〕 中，考虑映射 

T.xO^^xis^ds, V^(OeC[0,l]. 

Cl) 求证： F 是紧算子 I 

C2) 求 tr(：0 及: T 的一个非芊凡的 m 不变子空间 • 

4.3.3 设 Aeecr >， 求证： 当且仅当 = 0 只有零 
解时， 方程 x - a 丈 = y 对 v 友 ef 都有解 • 

4,3.4 设 re 夂(，），幷存在 meN ， 使得 

煮 = n (: t "> ㊉ 只（产）， 

求证 t P < T ) = qCT )^ m , 

4.3.5 设羞，丑6夕（浐），幷且求证： 

(1) J ?( A ) 和 N ( A ) 都是 B 的不变子空间 j 

(2) 只(忍_)和尺(及*>都是 b 的不变子空间 cv ^ eN ). 

4.3.6 i^Ae^Ti^, M 是 A 的有穷维的闭不变子空间， 

求证： 

(1) /在 M 上的作用可以用一个矩阵来表示 * 

(2> M 中存在 A 的本 征元. 

4.3.7 设會， / e ，*, 满足</ Jn > = i , 令 A = 广幷 

且求 t 的零链长？， 

§4 HUbert-Schmidt 定埋 

在 Hilbert 空间上，有一类有界线性算子，它 H 是 R ■上的 
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对称矩阵的推广，称为对称算子，定义如下： 

定义4, 4.1 设 Ae 夂⑻，称它是对称的，是指 

( Ax f £ f ) = <4.4.1) 

迂注意到共轭算 T 的定义， 

(Ajc ， y ) 二 CL4.2) 

比较 （ K 1) 和 (4 J .2) 叶见，为 f A 是对称算子必须且仅须 A = 
A *. 正是这个缘故，有时乂把对称算子称为自共轭算子，或自 
伴算子（注意：前提是乂 e 义 

例 4.4. 2在 R * 上，若 A 是对称阵，则 A 迈对称的.在 CT 
上，若 A 足 Hermite 阵，则 A 足对称的， 

例 4.4. 5 在实的货川）上，设如），幷 
且则 

% 

A : ti ( x ) h -+ K(x 
JQ 

是 i 2 (比龙 #) 上的对称算子 * 

例 4.4.4 设 K 是 Hilbert 空问， M 是它的-个闭线性子空 
间.由 H 到 M 上的投影算子便是对称的 * 

证由正交分解定理，有 分解： 

X ^ X M + X M ^ e ^ r 丄 6 M 丄 ) J 

夕；及 M + 夕 M 丄 O ^ eM ’ S / 霣丄 CM 丄） • 

由的定义 ， j — PmV * 因此有 

(尸 = (乂 M,yMT 女 mO 二 ^ 

命居4, 4.5 关于 H 上的对祢算: T ， 有下列基本 性质* 

(1) 为了 A 对称，必须且仅须 （ AtJOeRKVreH ), 

证令 < uo 4( Aw ) cvxdeH )， 那沣 <•,•〕是 h 
上的共轭双线性函数，是由《< • , _〉诱导的二次型 ■由 

定义，我们有 _ 

A 讨称^^ ^ ( Z ^0 ( \/6夕6").(4.4.3> 
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义由命题: Uti ,2， 我们# 

江（丈， y) C V ^ H)^=>(Ax,x) ^ J^ 1 ( v ^6^)* 

(4,4.4) 

联合 （4.4.3) 和 （ U .4) 即得结 论. 

(2) 若 A 对称，则 c^A) 。 !^ ， 扑 _EL 釘 

|| (A/ — j4)’ l xj| |- If x || (\f x (E ： H f V ^ C' C, Ini/l^vO), 

证 设 A = P 十 iv ， v :/: G，“^e R 1 * 则山对称性， 

|| < 又 /-A) 丈卜 [I (M —圳卜 KNI 2 

冲 l 2 W a iyxefO , (-1.4.5 〉 

此外， ^( A /- A )= J H J 这是因为： 

只 （ AJ_ A) 丄 二 JV (叉 U*) =JV(^l-A) t 

V ] } ll (4 m 4 m 5) y ^(^/-^> ^ 0} (当 IniA #0>. 

C3) 设 JA 是 // 的 … 个⑷线性子空间， A 是 H 上的对称算 
m ⑴〜也足 /^ 上的对祢算子 • 

芯 A 对称，则 

- A> # 

证 劳 xeNOU-A) ， 3 >，则 

入 （x 〆 ） 二 ^ f Ax / ) = A / ^x y x / ) , 

兩 x^x f , 推出 （ x ， 〆 〉 = o_ 

00 苦 A 对称，则 

sup l(Ax,x)l :: ||Aj|, 

U I I ■ 1 

证 i[i c^\ sup |(A^ 7 x>[ t 川 f 是显然的.下证 

i * ii = 1 

|| A || # 由乂的对称性和平行四边 f 彡法则，有 

Re(Ar ， y) = 1 「（ AO 十 ^0 ，文 + 夕） 一 (A (: c - j/)— 及 ）] 

l L^+y\\ 2 + 扣一 y | 2 ]<〜 
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共中适合 14 = NI = U 今収 》 ec (| a | =1)，使得 

a ( Acj ) 二 |( An )| ， 

即得 丨 04x,j0 | = CAx f aj/) = ReC^^^Xc. 

这便推出 ： I 

在 Hilbert 空间上，对称紧 算子乂 的谱和算子结构将更为淸 
楚.对比有穷维悄形的对称阵它可以通过正交变渙对角化， 
对角线上的元对应着 A 的本征絍，而这些本视値又是 A 所对应的 
二次型 （ AK >_ 在单位球面 M = 1上的各个临界値.所有这些性 
质将被推广到无突维空间* 

我们从下列极値性质 出发： 


定理 4.4_S 

若 A 是对称紧算子，则必有开，|^| = 1, 

使得 



i (如 o / o ) 1 

= sup j CAx f xy | , 

1 ■ 1 -i 

扑 1 满足 


■Ax 。 = 乂工。 ， 〈4 • 4 • 6〉 

其中卜|二丨 ( Ax ^ 

1,^)1. 



证川&表示 H 上的单位球面，彳、妨设 

sup j ( Ax , x } f - sup ( Ax ， Jc ) (4,4.7) 


(否则用 - A 代替 A )* 収 ; IA sup ), 考察6\上定义的函数 

r es ^ 

fix') = (Ax,x) ( V 

设 { x n } d ， 满足闪为所以有弱收敛子 

列，不妨仍记作设由為技 TiY " 的弱闭性，便有 SaII 

< u 再由 a 的紧性推出 

Ax n -^ Ax 0 ( n — oo ). 

从而有 — 即得 

( Ax 。/。） — < H 8〉 

进一#奥证： iJ ^ olf -1. 川反 证法. 惝若不然，便有 l % K：u 

那末山命题4,4, 5(5) 和假设 Uj , 7)，有 


2 U 



(Ax 0 ,r 0 ) 欠 0 f CAx I 欠。叶 <A, 

* ef ! 

这与 <4， L 8> 矛盾.于是我们证 明了： a ^ e ^ i , 使得 


iAx ^. Xo ) ^ sup (4,4.9) 

x 

最后再证 （4.4. fi ). 对于 Kl 足够小的 *， 考察函 

数： 

⑴△ (紙十屻以+ 」拉 

注意到 f = 0使 h ( i ) 达到极大，从而有 <(0) = 0,算出就是， 

Re(y,Ax 0 -A%) ; 0, 

而方 G 付是任意的，故有 Aro 二 ^0* I 

设 A 是 H 上的紧算子，按 Riaz - Schander 理论， 


^ C ^)\{0} = fTp ( A )\{0} = {〜人，…}， 


如果 Pn ) 中有尤穷多个足不同的，那末满足如果 Z 还是 
自伴的，山命题4.4.5<2),\都是实数，此外还有 

定理 4.4.7( Hilbert - Schm 〗 dt ) 若 A 是 Hiltert 空间 H 上的 

对称紧算子，则有至多可数个非零的，只可能以0为聚点的实数 
它们是算子 A 的本征値，幷对应一组正交规范基 { Ah 使 
得 

<4.4.10) 


证对 VAeo >( A )\{0}， 设 W ( A /- A ) 的正交规范基为 


共中 m ( A ) 旮 dimN ( A /- A )< ooC 称为 A 的重数）.此外，若 oe 
0<>0,则设的正交规范基为 

它不一定是可数的*如今我们令 
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Af ff f 0} 

} <o 

{^nu{^ 0) > (oe^p(^>) 


p 


« 


再令 MA 叩在 M 上 Z 显然有表示式 <4.4.10>, 

川反证法，惝若不然，则 Ml 竽{0}_ UiJA 
aj m x ? 由定义3不能有本征攸，从 m3 羊0;另一方面，由定 
理 4.4.e, 有 

\\ A \\= sup I (^[ x ^>| =0. 

* f Jtf 丄 

I f 卜 1 

即3 = 0，便得矛府.从而 {q} 构成丑的正交规范基 • 

注1 我 fN 可以将特征侦按绝对値递减的顺序编兮，幷约定 

特征攸的屯数是几，就把那特征値敁连編上几个号码，即 排成： 


于足 ^ - - (4.4 J1) 

i ，1 

更确切地有 

| 厂 S A ^^ Gi [ ；j " +il_>0 。卜… >- 
事实上，对 view , 我们有 


1 / x — 2 ^ iCx , c i -) o i 

i -l _ ‘ - H I ] 

= ( 2 ^ 1 ^ 

、=焉 +1 》 

洼 2 定理 4.4.7 表明： 对称紧究子可以对角化，它的本征 
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値具有极値 性质： 

1 A n | > 丄 span 伙 lr 〜 ~ -l> 

二1，2,…），共中 6] 1，…，〜-〖造对应 P 入1 * … ，凡 H -1 的本征 义. 
特別地， 阳 iM 以按正负侦把腌排列起来，记作 


入… ， 


C 4.4.12) 


定理4.4_3(极小圾大刻划> 设 A 足对称紧笕子，对应有本 


征馗 (4 + 1,12)，则 



O ^ x ) 

(\ x ) 


(4.4.13) 


_ ( Axj ) 

A fl = sup mf (^ j — ， <X 4.14 > 

S * 1 ^ _ j 


其中石坫 H 的任意 n - l 维闭线性子空 _• 

证我们 R 须 I 正(4_4.13)’ 因为用 - 4代八，那末 （4.4.13) 

蕴含了（4.4.11>_注意到若 

■" ( A - y > 2_ AlhU 心丄 : aA 

则 a 二 _ ^巧1 2 +21巧12 _ 


记 （4,4. 13) 式右端为下面从两个方面证明 =^ n : 

Cl ) 事实 b V En-l ， 在印这«，‘"，\}中2有 

向贵 、丰 0 ， 使得 A 丄 s n -l ， 下是 

1 >; 1 州 2 

( Ax r x ^ ^ < iAx n } x n ^ j -1 

SUD _, ^~>-.~_. s - —• -- t 




§ 1 〜 


(2> 事实上，取乜 n - fspanW ， …， d - i }， 便打 
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aup 


即得 

推论 4 # 4.9 苦两个对称紧算了 - ，满足 A ^ B } i\\i 

{Ax t x^ ^dBx t xy iV t 

习 题 

(本节#题中， H 均指 Hilbert 空间） 

4.4,1 设乂6义（孖），求证 ： >U 郫足对称 

算子，幷且 

[ fAAL * A | j : j |， p _ 

4.4.2 设 AG 义 （ H >， 满足 （h ，凡 （At 

xy = Q ^^ x ^ e , 求池 

tAx \\^}] A \\( Ax f x ) < V ^6//>. 

4.4,3 设 A 足 H 上的对称紧.兑子，令 

m(A)^ inf (Ar,x) ， A/(v4 ) 会 sup m 

— 【* 卜 J " _ H * I - 1 

求证： 

CO 若 m ( A >^：0， 则 w ( A )6 ct p ( A ), 

(2) 若 M ( A )：^0， 则 M ( A ) ecr P ( A ), 

4.4*4 设 A 娃对称紧算子， 求证： 

(1) 若 A 非零，则 A 至少有 个 不等十零的本征値. 

(2) 若 M 是 A 的非零不变子銮间，则 M 上必含有/的本征 
元. 

4.4,5 求证： 为 Y Pe 义（月>足一个 1 H 纪役影算子，必须 IL 

仅须： 

(1) P 是对称的，即 P = 
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(2) 是幕等的，即 

4 _ 4 . 6 求证，为了夂 （"） 是一个正交投 影算乎 ，必须 
JI 仅须： 

4.4.7 设 zez ( H )， 称共为正算子，是指 

CAx t xy^o ( VX 6 丑乂 
苯证：（1> 71:算子必是对称的. 

(2) 正的紧算子的一切本征:植都是非负实数， 

1.^.8 求证，为了丑的闭线性子空间乙，满足 LczM ， 
必须 a 仅颃 i \ -戶 t 是正算子* 

•CA 

设<〜>匕/=1,2, …〉 满足芝； | 叫 P < oo ， 在 P 空 
间上，定义映射 ^ 1 

■ca 

其中求证： 

j-i 

O ) A 是 H 上的紧算子 ； 

(2) 又若叫 =^ 0_ ，/=】， 2 ,，.■), 则/是对称紧 算子. 

4.4.10 设 A 是汗上 的对称算子，幷且存在一组由 A 的本征 
元组成 的只的 正交规范基.又设 

( j ) dmiVcA /- yi )< oo ( v ^ e < T P C ^)\{0}), 

(2> Ve >0， fr P O 4>\[_ e , e ] 只有有限个値. 

求证： A 是 H 上的紧算子. 

§5对拥囿型方程的应用 

这一节我 n 来硏究下列边値问题： 

(UCx^u = f(x) e .. 
t u \ so-Oi (4.5.1〉 

其中 UCR " 是一个有界的，具有光滑边界的开 区域， 给定 t / O ) 
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ecos ) 问在什么条 #下， 问题 （1) 是可解的？ 

历史上，有许多数学家致力-丁.这个问题的硏究，通常采用位 
势积分将丼化归成积分 //栉， 再⑴ Fredholm 理论导出原问题的 
解.冇了对称紧算 T 的 Riesz - Schauder 理论，以及 Co 6 ojieB 空 
间结果以疔，我们便冇可能撇开积分算 T 直接硏究椭圆型方稈 
Dirichlet 问题，近代偏微分方祝的理论泶川这 G —种途径. 

称怂（彳.5.〗）的一个弱解， 是指： 

[ V " * ▽ (M t/ (x)uvjdx = f fvdx C V ^^C^)) * 

JO 

(4.5.2) 

敁然，若滿足 u .5.1〉， 则 《 必是它的一个弱解.反过 
来，佗偏微分方朽规论小 ii £ 明 r : 〈4^.1)的弱 解必 〖i H 2 ⑷） 
m . 因此，从泛叫分析应川的符度来说，我; T 』 将 u 关心//程 
(七「>.1)的弱解的存在忭. 

我们要把方科 . <4.0/2') 化归成为对称紧算子 H 题 . A 此在 
出⑴)上 W 人等 价校： 

□ ^ | Vj: - | (JJix'y 

其中％ Amax | t /00 丨.根据 Poincar 6 不等式，存在常数爪，斛> 

a FQ 

0,使料 

叫 (\ fuem ( o ))， (4.5.3) 

其屮 I _ 小付 UQ ) 的范 数， （ i .5.:0 表明□•口足 HKD ) 的 

等价范数， 所以片纟作） 在范数「] * 口 Banach ^ I Hj . 乂介 

4 产 

= V + V Vi i^ +■ (U(jc) + 

• Q j Q 

(4.5,4) 

其中 u . v ^ NlCO ), (• ， * \足巾模 □ . □产生的内积， Hi{Qy 

在內积 （4.5, 4>下是 Hilb ^ t 空间.记 fj _ |丨为 P ( O ) 的范数，再由 
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PoiucaM 不等式，对我们有 
juvdx 

(4.5.5) 

其中（为正 常数. 子是按 Riesz 定理2,2.1，使得 

J uvdx = Cw,v> Ao ( (4.5.6) 

定义1。： 〜便有 

nK Att un^cM <v«e^c^)), 

因此 h 。 是 / n ( D ) 的连续线性算子. 

记 I 为扣⑷)—的嵌入算子，由 RelHch 定理的推论 
3, 5. 11 J 是紧的.于是 （4.5.2) 等价于 

即等价于在 Hi ( D ) 中解方程 

(/« A a if Ao i>it-= K x J f <4.5,7) 

应用 Rieaa-Fredholm 定理, 

方程 （4. 5 .7) 有解令今尺 知 /丄 N ( J - A 0 / T ^ O . 

然而 

u 6尺 （ J — Afl/f A D t y^=^u — u 

( u , y > A 0 ^ A » j a uVdx CV ^ e ^ K ^)) 

4=>j* [Vt( . ▽!；+ 如亡 0 ( v y 6 ^o(^)) / 

即 u 是 （ m > 的齐次方程的弱解 _ 设 o . s . i ) 的齐次方程的弱解 
由 { h I …， pft } 张成，那末 

文= 0 ( i = 1,2,…， tt >， 


总结起来，我们得到 

定理 4.5.1 若方程（ 4 . 5 .1>的齐次方程只有零解，则 V/e 
乙 2 (^0,(4.5.1)存在唯一的弱解|否则， （4.5.1) 的齐次方程至 
多有有穷个线性无关的弱解，设它们为这时，当且 
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仅当 


j。"〆 尤= 0 0 -1 ， 2,… ,n) ^ 

古 #0.5,1) 有解，且其解空间的维数是 | 
下面转向考察 （4.5.1) 对应的本征惝问题： 


’一 + U ( x^)u - Xu ( x^Oy 7 


(4.5.8) 


它对应的方程（4.5.7>是： 

(/ 一 （A + ^ o )^ jt e O u = 0, 

应用 Rie & z - Sclumder 以及 Hilbert-Schmidt 理冷，我们知道 

以 AAVto ) 是实的，而1至多有可数个，记它们为内， 

又苦{内}初可数多个不冏 的腌， 则 o ( y — m ). 特别 

是因为 

(当 w 幸0>, 

所以洶>0,幷且又由于足无穷维的，不 
难验证{以}有可数多个幷且 oo >. 不妨设 


… X )* 

于是 《5.8) 的本征値 


入 J = ^- A o 。.二 1，2,…> 

滿足 以及 A ；-> oo # 

最后给 出心的 “极小极大”描写，闪为 


所以 


fij = inf sup 
M i- i * fi s j ‘ 


( K Xo iU , u) Ac 
_ ^ 一 

( W) Ao ' 



inf 


j 

<^ mo ；7" 0 


Z 4 Z 



=sup iuf 



J^[| + dx 

IquHx 


其中维数为 /-1 的任意的 m 线性子空间 o _ = i , 2,… >* 


总结起来，有 

定理 4.5 J 方程 (4.5. 8〉的本征値都是实的，而且有可数个 

,适合幷且它们对应的本征函数梅 
成空间 HMD ) 的完备正交集. 


习 埋 

4.5.1 设〜00 60(巧0' = 1，2,.“，口）， C/OOeC (讲•其 
中 G 是 R " 中的边界光滑的#界开区域，讨论下列边値问题： 

K 

一厶 u + S = /< x > 

i "■ i 

b w I a d = 0 * 

提示应用 Lax-Milgram 定珣. 

4.5.2 在上题中，讨论下列本征値问题： 

■ 

f - A « + 屮 （ x ) u ) +^/( x )« = ( 乂 eD) ， 

^ *-i 

(li I jjj = 0. 


§ 6 Fredholm 算子 

在 § 2 中，我 fH 曾指出具有连续核的积分方程 （ 或更一般的二 
元平方可和的核>,可以利川紧算子的 Fredholm 理论讨论可解 
性，然而下列形式的奇异积分方程却不包含在紧算子理论的框架 
之中： 

a ⑷ ti ⑻+ F 4 v . (4.6.1) 

其中々表示平面上的单位圆周， a t beCiS^ f 
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表示按主値意义的积分 ，即 


P V 


•f ‘ 


吵） 

1 ^ — 5 ' 


^ A ] 


imf 

I -oj I 


1> 


■ 心 . 


为了讨论形如 G. 6.1) 的方稃的可解性，我们回顾一 7、1 2中 
关于可解性的讨论 * 其实，算子 a 的紧性作圯，只在证明 ： （1) 
尺 CT) 是闭的，从而 Fredholm 结论 3成立；以及 （2) dimN(T) = 
dimJV ( TO<^ f 时用到 • 

现在丢掉紧性条件， 我们直 接引入 

定义 4.8.1 设少，少惡 B ⑽ aeh 空间， re 文（少，夕）称为 
一个 Fredholm 算子， 是指： 
ci ) 及 cr ) 是闭的, 

(2) dimN(T)<；ooj 

(3) codim/f (T 1 ) <co, 

少的一切 Fredholm 算子的旮体记作又（身％ J 0， 特别地当 
吋，记作叉（孑）， 

定义 4_ G .2 汶了€叉（^%,义），令 

ind (7 1 ) AdimNCr > - codim /?( T ). 

幷称其为 f 的指标_ 

例 4.6,3 若则 — Ae 叉（身 o ， 幷且 

ind ( T > = o fc 

例 d 4 若 7 1 是 ，上的 左推移算子，即 

T : x =： C 父1，丈 2 ，•"〉卜 〆 “）， 

则 re 外及％ # iiind < T ) = 1 . 同理，了*足右推移算子，即 

- X = ( r L ，允2 〆 "）卜 KO ，尤2，…）， 

有 Pe 叉（煮），幷且二 — 〗，一般地，还有 
T n ej ^ C^) f indCT ^ y=n (n - i ,2 ,-)i 

以及 indccr *>"> = _n 幼 = i ，2, ..)_ 

下面我们来刻划 Fredholm 算子 • 
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定理 4.6.5 (]) 若夕），则必有夕（夕， #) 

以及 A ^ eec ^), 使得 

ST = I X -A lf TS^I v -A 2t <4,6.2) 

其中 njy 分别表示，和夕上的恒同算子 • 

(2> 如果 Te 夕（貪，夕），又有尽夕（夕，泛）以及 Ae 

« cr ), A s 66 C ^), 使得 

- I x — A lf 

则 reVc ^,^). 

证 （1) t 察图 4,6*1， 

令 

f [ x ] ^Tx CVxet ^ J ) 

， v[xj e ^/^( T )) - 
由假设 re 癸 cr , 夕），从 
而沪： ^/ N ( T )^ R ( T ) ^ 

连续逆 n 幷且存在投 
影箅子 （参 看习题 4 . 2 . s 与 
4.1.10)* 

JVOX 

匣然次和 A 2 郎是有穷轶 
的，从而是紧的.令 

S ^ f ^ O v - A^ f 

便有 57 1 ^ f~ i T = l x - A ly 

以及 TS = Tf^Oy -A,) -/^A 2- 

(2) 使得 U , 6,3) 成立，那末 

A r (T> cN^T) =NO x - A^^dim^CT) <oo, 

以及 RO'^RiTRt') = ROy-^O 

今 codim RCT') ^codim J?C/ V - A{) <oo. 


TR 2 ^I v -A 2% C4,6.3> 



图 i .6,1 
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韦干 i ? ( r ) 闭忭的 验证， 可以仿 捐定理 4 . 2 . 〗 的证亂故从醅. 

注1满足 （ H 3) 的& ，心分 别称为 r 的左右正則化子， 
在商掉紧算子集(以及 （ sc ，)） 意义下，它 n 分别是 71 的 
左右逆_在这个意义下，定理4,6.5(1>表明 Fredbim 算子是 
2(，，，）中模 GCT ) (及 S (夕 ）） 的吋逆算子. 

浼2 从定理4 . 6 . S (2) 容易靖鬥， 若_ 时娃 r 的左右正则 
化子，则及木身也是 Fredholm 算子.特别是由此 推出： 若了云 
，（煮 ，夕），则 zSe ^ c t r ^) > 以及 Aeec ^) (夕）， 
使得 （ H 2) 成立. 

关干 Fredholm 算子的指标有如下性 质： 

定理4.6,8 若夏 C ^， JO , 

夕，之都是 Banach 空间，则 7 VT ! 已叉（，， r ) ，且 

indCT^^ = iudCT^ +ind(T 2 ). C4,6.4) 

证由定痤 4.6.5(:0， 3 Aejr ( ，，貪 ），， J )， 

使得 

pn 次"， 卩 

及， 

[7V^ = / v -AW; 

取即得 
、 S ( T ^ T t y ^ S , 

= S 1 T 1 -S l A^T 1 

=L - Ap - S ^ T , = J X - 紧算子 • 

同理可证 （7 V ^> S 是挝同 減去龄 算子，从而 TV^ejr 

现 在再钲指标公式< m ) _为此我们先观察图4 ,6.2. 
ill ， £ '7 VA ， 

力 = 只 0\)© J / ^ N <T 2 )Q^ 2t 

心 =t 2 ，“ 

便何 RiT^^/NiT^ + 

^ a=^ 3f 
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以及 


子是，若记则冇 

dim N(T) = dim N(T 2 ) + dim - dim JV(T t ) + dim ， 
codim R(Ty = codim 及（ 7^) + dim ^ A = codim i?(T 2 ) + dim ^ 4r 

codira - dim 4 - dim^ 4y 

dim iV(T a ) = dim dim jr Am 



9C - …… -- --<y --- 

m 


联合起来得到 

ind(Ty - dim iV(T) — codim 

=dim iV ( T ^ 4 - dim iV ( T £ ) — codim J ?( T 2 ) 

— codim R(T{) 

定理 4.6.7 苕； Te ^( 及％夕 >, 则存在 O >0, 使得当 Se 
^ 吋， 

r + Se 叉 （ U), 
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且 ff indiT +^ ^ indcr). 

证由定理 4.6.5<1), 3只6，(夕，方）及次6(£(，)，皂 
使得 

/ JT 1 :/: 一 TR — I v — A iw {4.6.5) 

从而 /^ T 1 + 5*〉= /工 — A ! 十 J 25*. 

当 H<i/IM?I 时，厂 1 有界，因此 

^^( T 1 + S ) = /* — E x A^ m (4,6.6) 

同理，当 H<l/j| 及 | 时， B t ^ iT y + SR )~ i 有界，因此 

(T + SyRE 2 = Iy- (4,6,7) 

因为五 /{©(袁〉且 A/ 2 e®<jO， 所以，由定理4.6.5<2)， 
联合 <4.6.6) 与 （4.6. 7>便推出 

T + s^^^ t jry (綱 <岛 

因为当 H<i/|fi|| 时，仏有有界逆，所以这时 

ind<£ t ) =0, <4.6,S) 

由 <4.6.6) 及定理 4.6. 6得 

indC^i) h ind^Ry + indCT + S) =0, (4.6,9) 

又由 （4.6.5> 及定理 4.6,5 得 

indCR) + ind(T) = 0 _ (4,6.10) 

联合«6.8)，<4,6.9>和<4.6.10)，即得 

ind(T + 5>=iiulCT> (当 IK0<y^j). 

洼从定理的证明中可直接看出，定理中的 e 有诂计 如下： 

若 A 是 T 的一个正则化子，则可取 ed / jiil . 

作为例子，我们来考察本节一开始提到的奇异积分算子.设 
其中&表示 R 2 上的单位 圆周； 记 

p 

(// uk ^ a - A - p . v . l sl ^ds 

命题 4.6. 8仔 e 夕 （ i 2 CP )). 
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证首先我们用 Fourier 级数建立1^<々>与间的等距同 
构，[*(々>，将它展幵成 Fouri « :级数 


uCe l# > = 2 (0<^<2 «> f 

,， *--€D 

其中 

c % = -J )e_i" 此 （n = 0 , 士 1 ， ±2, …）. 

2 31 J o 

容易 验证： 

是等距同构的 * 其次，注奢到 

e 1 ^ 1「 + e if - 

e i ，— 〆 二 TL 1 + e 1 ， 一 - 



w(e u > = ] 2 〜 aign ⑻ e" 

_ - a ? 

丼中 

* i C 拉 o ) ， 

^ ? i ^ n ( n ) - ^ 0 - 0), 

, 1 (^>0) # 

因此幷且 | s | kih - 此外，易见 
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P ； UI —> ’ 

» — 0 

是上的投影算子，最后，注意到关 系式： 

I 

Pu = j(U +戍） 4- - ~(u +Hu>, 

即得 H = 2 P-h (4. fi ， U ) 

所以有 He 夂 （[ W )>* 

涅由 （4.6.11〉 立即 得到： 若 a ,&6 C ( Si > ，则 

af + i&H = (a + +(a~ifr>(/ — P>. U.6.12) 

引理 4. s,s wecc ^>» 如果定义算子 

* p — p<p * ， 

其中 P _ 表示上的乘法算 T ， P 是命题的证明中引 
进的投影算子，那未 

Z < p ： pje a (乙 2 0?，）） （ v 切6 C (^>). 

诅0> 若则 

oa DO 

_ ■ o * > - M 

- S w ”' 

—<o 

它是一个有穷秩箅子 _ ' 

(2) 对任意的三角多项式 ¥>= 由（1>， [ rP ] 也 

i * f ^ 

是有穷秩算子 * 

( 3 ) v ^ ec <5 o , v ^ xj , 存在三角多项式？ t ， 使得 


从而 


If - 妒 * Ifc ts x y 

，:! ‘HL 
= I [^-^ e , p ]0^ a 2 



丁 -足，山命题 4.:.2(3), 我们钲明了： 

% fv < peccs ^, 我们称 

为函数^关 f 原点的坏绕数. 

定捏 4.6. 10 若 c ^6 C ( P )， 满足 （c . 

则算子了以户 -^do-P)esra 2 ^) 7 幷 R 

ind ( T ) ^ v d - v Ci 

其屮 h 和〜 分别是函数 c md 关: F 原点的钵绕数， 

证 （1) 取^ + j 按引理 4. G . L 它是了 

的正则化子 . 

(2) 注意到，由引埋 4. 6.9， 

t * P + d * (/- P ) =Po - p + (/— f J yd . ( i-Py + K f 

其中 Jf € ea 2 ( P >〕. 若 Mg / 分别表记与 
OS 1 ) 按 Fourier 展开对应的 P 子空间，-则 

Pc • P ^^ ili) f Cl - P、d • (/- P )6^(^) * 

由设 ^ 的关于原点的坏绕数是 h ， 这表明 t H c 与闻的 
同伦，即存在连续映射 ' 

^ F ： [0 ， l]x 〜 c\m, 

使得 F <0 - c ( e ie ) ? F ( i , e i# ) = e 1 " 

又因为 FI 在 [0, l ： jxA 上不为 0 ，所以有下界 5 >0，分割 [0, 

1〕为汉等分，使得扑:每个小区间山 +1 ] 上， 

\AjF\ A. max 1 户 ’ G 〆 夕） -F 〔 s ， e ttf ) j :二 士 • 

应川定理 4.6.7 反丼注，可得： 

ind CPo * P j ^ a) = ind(Pe f F c ff p /^{ i a) = - u c t 

上式最后一个等号是因为 •/M 4是 G 上的推移算子.同 
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理 

iud((7 -Pyd - (I -P) 

，… — 戶）丨，！ > = " d , 

从而（参看习题 4.6. 2 ) 

ind < r > - v d - v “ 

连定理 H 10 的逆命 题也是对的，即，如果 

卜 p + d • (/ 一 p)e 义 o ^ o ^ 1 〕）， 

那末0? •句00爹 ocvces 1 ), 清参看下册第五章.- 

习 通 

(本节各题中的，，夕， f 均指 B 空间） 
m 设 Te ^ cr ，，）， 乂 求证： 

(1) r 十 /e 义 d 外 

<2) ind<T-hA> = md<T> ff 

4.6,2. 设 7^， U ")， S 砭多 （ JO , 求 M : 

I 

⑴ r ㊉ 《 e / Cr ㊉ 外' 

<2> iudfTS^diKUT^ + indC^. 

. 4.6.3 设， CIJ ， 幷且，的嵌入算子是紧的，又设 

re 夂 Or , 夕）满足！ 

iITjcfl ,) CV ^ e ^ 3 ), (4.6. L 3> 

其中 e 是一常歎* .求证： 1 

<1> (iim NCT )< oo . 

(2) i?CO 是闭的 • ' ' 

4. e .4 在上题中，如果将 （ D 与 （2) 作为假设，求证：#在常 
数00，使得 <4. G ,13) 成立， 

L 

<6.5 设求证： 

CD 1 、 

<2) ind < r *> - - M ( T ), 


2&2 



4.6. H 在例 4 + 6.4 中，求 T 的左右止则化了、 

4.6,7 设幻 ClR z 是由光滑曲线 r 围成的区域，尤 (=C (泛） 是 
由在內解析，在 G 上连续的函数组成的闭线怍子空 N . 求证 * 
限制算子 

⑻卜>_> \ zer 

是以—以厂〉的 Fredholm 算子，幷东它的指标. 

4, G ,8 设〜00 eC [0， l ](/ = l ,2，〜 J )， 

艰证： rejr ( c n [ o ， i ]， c [ o , i ]〉， 幷求 ind ( r ). 

4.6.9 设 aOOeC 〔0, U，F = 求证： 

Teredo cv ^ e [ o , i ]) # 

4.5.10 设 Ae 文 （身 O ，#3^6 N , m 專 

/- A n ea<^) f 

求证： 

4.6,11 设 使得 me 

夕 （义， * r ), 求 证： 

4.6.12 设 D 为复平商上的单位圆盘， 旮 2 0?) 是 D 上的 Hardy 
空间，它指在 D 内解折1其 Taylor 系数序列属于 Z a 的圉数全体 & 

(八幻 ^ I > n 5 n (M faeSHDy )， 

# -o 

共中 / o ) = s V % ffO ) 二 Sk n (V 叫 )）_ 

_ = 0 a = 0 

又记& =扣，对 V PeCWh 定义 Toeplitz 算-了， TV 如下： 

T ^= PM ^ i ? 

其中 P 是 tHS 1 )— 莒 £ (£0 的正交投影算子 ， Stl 


253 




P: ti(0) 二 2 = y^c n ^ n i ； ze_D')^ 

rt ■"— to n = 0 

的乘法箅子，即 “一“，4而 i ^ H 2 0 ^ 
— LW ) 的嵌入算子，即 

•V> i» 

U ( Z ) = …) 

n — o ti = 0 

求证：若 Ms ) 羊 0( vsev )， 则叉（荇 hd )), 外且 


illd (、一 2 乂 d —' 
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符 


表 


仝体正整数 
仝 休整数 

全体实数 
n 维 Euclid 空问 

数域，实数或复数 

正无穷火或 k 平面上的无穷远点 

向量空间的 零元素 

以％为 中心，以 r 为半径的开球 

集合£的内 点令体 

对应到 

一对一 

嵌入 

右端是左端 的定义 
存在唯一 
当且仅当 
蕴含 

证毕1述毕 




